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INTRODUCERE 
A. DEFINIȚIA ȘI DIVIZIUNILE MECANICII 


Mecanica este una dintre cele mai vechi științe şi evoluţia ei, ca şi 
evoluţia altor științe, este indisolubil legată de dezvoltarea forțelor de 
producție. Mecanica s-a format ca ştiinţă de-a lungul timpului, pe baza 
generalizării experienţei dobindite de oameni în procesul activității con- 
ştiente efectuate pentru satisfacerea nevoilor de a capta şi a utiliza forţele 
naturii, de a eládi, de a ușura muncile grele, de a construi mașini etc. 

Dezvoltarea teoriei s-a produs în strânsă legătură cu nevoile practicii 
social-istorice, în procesul dialectic de cunoaștere a realităţii obiective, 
de la observarea realității obiective la gîndirea abstractă şi de la aceasta 
la verificarea prin practică. Conţinutul mecanicii, în fiecare stadiu de dez- 
voltare istorică, s-a îmbogățit cu noi cunoştinţe teoretice, care s-au adăugat 
la cele vechi sau au aprofundat cunoştinţele existente. : 

De-a lungul a peste 2500 de ani, mecanica s-a dezvoltat și perfecționat 
necontenit, dezvoltarea Mecanicii impletindu-se strîns cu dezvoltarea civi- 
lizației omeneşti. 

În cele ce urmează, ne vom ocupa de Mecanica teoretică, numită ade- 
seori Mecanica rațională, iar uneori Mecanica generală. Mecanica teoretică 
fiind legată inseparabil de practică, de tehnică, vom arăta și unele din 
cele mai importante aplicații corespunzătoare teoriei expuse. 

Mecanica teoretică este una dintre ştiinţele naturii; ea studiază legile 
obiective ale mișcării mecanice a corpurilor materiale. 

Mecanica teoretică este o diviziune a Fizicii. 

Scopul Mecanicii teoretice este de a stabili legile obiective ale feno- 
menelor de mișcare mecanică a corpurilor materiale în vederea aplicării 
lor în producţie, în interesul omului, cu maximum de randament. 

Este necesar să explicăm de la început ce se înţelege prin mişcare 
mecanică si corp material. 


$ 1. Mişeare mecanică, sisteme de referință. Mișcarea mecanică a unui 
corp material este schimbarea în timp a poziției corpului sau a unei părți 
a acestuia în raport cu un alt corp solid ales ca sistem de referință. 

Aceasta, spre deosebire de mișcarea înțeleasă în sens larg, adică în 
sensul oricărei schimbări în starea corpurilor materiale, a organismelor vii, 
a societăţii etc., mișcare care este universală si constituie obiectul de studiu 
al diferitelor științe, cum sînt chimia, biologia, ştiinţele sociale etc. — 

Materia este într-o continuă mișcare, fără început şi fără sfirşit. Cor- 
purile materiale pe care le studiem, ca părți componente ale materiei uni- 
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versale, sînt si ele într-o continuă mişcare și, deci, ceea ce va studia Meca- 
nica — ca mişcare mecanică a lor — va fi modificarea unei stări de mişcare 
existente, în raport cu un sistem de referință dat. În cele ce urmează, 
mişcarea mecanică va fi numită prescurtat, mişcare, 

Sistemul de referință este ales arbitrar, dar de fiecare dată va trebui 
să fie determinat pe deplin față de anumite repere (alte corpuri materiale), 
pentru a exista posibilitatea ca, în raport cu el, în decursul unui anumit 
interval de timp, să se poată stabili în mod precis poziţia corpului în 
mișcare, 

Alegerea sistemului de referință (a reperului) este foarte importantă 
deoarece, la rîndul său, sistemul de referință poate fi în mișcare în raport 
cu alte sisteme de referință. 

Sistemele de referință se numesc fixe, atunci cînd nu au mișcări față 
de un sistem considerat în mod convențional ca imobil şi se numesc mobile, 
atunci cînd se mişcă în raport cu sistemul convențional. 

Din cele de mai înainte rezultă şi definiția stării de repaus. 

Repausul unui punct material este starea lui de imobilitate în raport 
cu un sistem de referință dat; iar repausul unui sistem de puncte mate- 
riale se va produce atunci cînd toate punctele lui vor fi în repaus. 

Se vede, deci, că mișcarea şi repausul sint stabilite în raport cu anu- 
mite sisteme alese arbitrar și, în consecință, conţin în ele un element rela- 
tiv de care va trebui să finem seama în studiile pe care le facem. Repaus 
absolut nu există. 

În legătură cu mișcarea corpurilor s-a pus problema cauzelor care 
produc mişcarea considerată, mai exact problema cauzelor care produc modi- 
ficarea stării de mişcare existente a corpurilor. Această problemă a dat 
naştere la multe discuţii și asupra ei vom mai reveni în cele ce urmează. 

Trebuie să amintim, totuși, că multă vreme s-au considerat drept 
cauze ale mișcării numai forțele. Mai tîrziu, s-a constatat că pot exista 
mișcări și fără intervenția forțelor, de exemplu mișcările rectilinii şi uni- 
forme (mișcări inerfiale). 

Sistemele filozofice idealiste consideră forța ca avînd origine mistică, 
ca neavînd legătură cu materia, De fapt, forţa are totdeauna o sursă mate- 
rială; ea apare cu ocazia acţiunii unui corp asupra altui corp. Un corp 
nu-și poate schimba starea de mișcare pe care o are la un moment dat, 
dacă asupra lui nu acţionează un alt corp material. . 

Corpul asupra cáruia acţionează forţa isi va schimba starea de mișcare 
mecanică datorită mișcării mecanice a celuilalt corp. Engels spune despre 
aceasta: „Forța este, prin urmare, numai expresia abstractă pentru măsura 
transmiterii mișcării”, Numai corpul avînd o mişcare rectilinie si uniformi 
nu este acționat de nici o forţă sau forțele care îl acționează îşi fac echi- 
libru, ceea ce revine la o situație similară aceleia în care nu ar fi acționat 
de nici o forţă, 

S-a ajuns astfel la noțiunea de sistem de referință inerţial. Acesta este 
sistemul de referinţă faţă de care o particulă materială neinfluengatà de 
alte corpuri materiale, în Mecanica clasică, are o mişcare rectilinie si uni- 
formă, Orice alte sisteme de referință, care se, mişcă reetiliniu si uniform faa 
de un sistem de referință inerţial dat, sînt tot sisteme de referință inerțiale. 
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ş 2. Particulă materială, [punet material, corp material. Particula 
materială este o părticică a corpului, atît de mică încît dimensiunile ei 
se neglijează uneori, iar particula poate fi asimilată cu un punct. Miş- 
carea ei este pe deplin determinată de mișcarea acestui punct, fapt care 
face ca, în acest caz, particula materială să fie numită, în mod abstract, 
punct material. 

Menționăm că este posibil ca si pentru corpuri mari, cu dimensiuni 
apreciabile, să se reducă studiul la examinarea mișcării unui punct material, 
atunci cînd nu interesează forma corpului si dimensiunile lui; masa corpului, 
în acest caz, se consideră concentrată în punctul material (punctul geo- 
metric) studiat. j 

Punctul material este deci un punct geometric, dotat cu o masă proprie, 
determinată. Noţiunea de punct material este un concept matematic, care 
ușurează mult calculele; 

Un sistem de puncte materiale este constituit din totalitatea punctelor 
materiale luate în considerare, mișcarea fiecărui punct depinzind de poziția 
şi mişcarea celorlalte. 

Corpul material, despre care va fi vorba în Mecanică, va fi considerat 
ca fiind format dintr-o infinitate de puncte materiale legate între ele, astfel 
încît distanţele dintre puncte să rămînă invariabile. Conceput în acest fel, 
corpul material — numit şi corp solid sau corp rigid — nu este decît un 
sistem de puncte materiale legate invariabil, rigid, între ele, o formă 
abstractă a corpului solid real. : 

În timp ce la corpul solid real schimbările formei şi voluinului nu pot 
fi neglijate, la corpul rigid din Mecanică acestea nu se iau în considerație. 

Mecanica teoretică se foloseşte de această abstractizare cu scopul de a 
simplifica studiul într-o primă fază. În faza următoare, aceea a Mecanicii 
aplicate, vor trebui luate în considerare deformafiile corpului. 

Forma corpurilor: după forma lor, facem în Mecanică următoarea cla- 
sificare a corpurilor: 

Corpurile care au una dintre cele trei dimensiuni foarte mare în raport 
cu celelalte două, se numesc bare (fig. 1, a). 

Cînd două dimensiuni sînt foarte mici în raport cu a treia, iar corpul 
este flexibil sub acțiunea forţelor exterioare si poate lua orice formă, fără 
a opune o rezistență sensibilă la încovoiere, avem cazul firelor (fig. 1, b). 

O bară este definită prin axa ei gi prin legea de variație a secțiunii 
transversale în lungul axei barei, Bara este generată prin deplasarea sec- 


PU 


2) b 
Fig. 1 ^ 
fiunii transversale, astfel încît aceasta să rămînă normală pe axi iar cen- 
trul ei de greutate să fie pe axă, Barele drepte au ca axe linii drepte; 


bazele curbe au ca axe curbe plane (fig. 2) sau curbe în spațiu, după 
forma respectivă a barei. 


1 
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În cazul cînd două dintre dimensiunile corpului sînt apreciabile în 
taport cu cea de a treia (foarte redusă), avem o Placă (fig. 3); cînd placa 
este flexibilă (sub acțiunea forțelor exterioare placa poate lua orice formă 
fără a opune o rezistență sensibilă la încovoiere) avem o membrană. É 


Fig. 4. 


După aceleaşi criterii ca la bare, prin extinderea noțiunii de axă, 
avem la plăci suprafața mediană. 

Cînd suprafața mediană se poate suprapune unui plan, avem o placă 
plană sau o dală; cînd se suprapune pe o suprafață curbă, avem o Placă 
curbă (fig. 4). 

În fine, cînd toate trei dimensiunile corpului sînt de mărimi aprecia- 
bile, comparabile între ele, se obține un bloc (fig. 5). 

În sistemele pe care le studiem, va trebui să distingem forma cor- 
purilor cu care lucrăm, deoarece forma corpurilor influențează asupra meto- 
delor de calcul pe care le aplicăm. 


$ 3. Diviziunile Mecanicii. Problema generală a Mecanicii constă în 
stabilirea unor relații între forţele care acționează asupra unui sistem de 
corpuri materiale și mişcarea mecanică realizată de aceste corpuri. Meto- 
dologie, convenţional, ținînd seama de tele două elemente de bază care 
intervin în studiile și aplicaţiile corespunzătoare, forțele si mişcarea meca- 
nică $i ținînd seamă si de dezvoltarea istorică a acestei ştiinţe, „Mecanica 
teoretică se consideră ca avînd trei mari diviziuni: Statica, Cinematica 
şi Dinamica, R . 

Slalica studiază transformarea sistemelor de forțe exterioare apli- 
cate corpurilor în sisteme echivalente si condiţiile de echilibru ale sis- 
temelor de forţe, A 

Statica studiază un caz particular al mişcării: cazul cînd corpul, 
sub acțiunea forţelor exterioare care-l acţionează, rămîne in repaus în raport 
cu un sistem de referință determinat, sau are o mişcare rectilinie şi uniformà. 

Această parte a Mecanicii era cunoscută încă din antichitate, prezen- 
tînd un interes deosebit pentru tehnica construcțiilor. De aceea găsim 
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studii temeinice în ceea ce privește Statica, făcute încă înaintea erei noastre, 
de Arhitas, Aristotel, Arhimede, Vitruvius şi alții. 

Cinemalica studiază mişcarea punctului sau a sistemelor de puncte, 
în timp, din punct de vedere geometric, independent de forțele care acfío- 
nează asupra punctului sau sistemului. De aceca a și fost numită uneori 
Geometria Mecanicii (Phoronomia). Desi într-o foarte mică măsură s-au 
ocupat şi anticii cu studii geometrice privitoare la mișcare, totuși Cine- 
matica a fost creată în timpurile moderne. De abia de la Leonardo da 
Vinci, Galilei, Newton si Lagrange se poate vorbi de studii specifice 
Cinematicii. 

Dinamica studiază mișcarea corpurilor materiale ținînd seama de for- 
fele care acționează asupra acestora. Această parte a Mecanicii stabileşte 
cele mai generale legi ale mișcării corpurilor materiale şi este de o deo- 
sebită importanță pentru tehnica mașinilor, construcțiilor etc. 

Dinamica s-a dezvoltat, îndeosebi, începînd de !a Galilei, Newton 
şi Lagrange; ea capătă o dezvoltare din ce în ce mai amplă în prezent, 
cînd calculul mașinilor complexe și al marilor construcții nici n-ar mai 
fi de conceput fără a tine seamă de solicitările dinamice. 

De fapt, Mecanica este un tot şi este destul de dificil să se facă 
împărțirea arătată mai înainte. Mereu trebuie să se treacă de la o divi 
ziune la alta. Numai convenţional si pentru a se da posibilitatea unei 
însușiri treptate a materialului, se procedează la această împărțire. S-a 
mai ținut seamă, în' această împărțire, şi de dezvoltarea istorică a acestei 
ştiinţe. 

În dezvoltarea prezentei lucrări se vor face aceste împărțiri numai 
în măsura în care va fi nevoie pentru înțelegerea treptată a fenomenelor. 

În concluzie, Mecanica teoretică studiază legile obiective cele mai gene- 
rale ale mișcării mecanice a corpurilor rigide, considerate ca simple puncte 
materiale sau ca sisteme de puncte materiale legate invariabil între ele. 

Sistemele la care distanţele dintre punctele materiale se schimbă sub 
acţiunea diferitelor solicitări, sînt studiate în Mecanica aplicată sau Meca- 
nica corpurilor deformabile: Rezistenţa materialelor, Elasticitatea, Mecanica 
fluidelor etc. Mecanica teoretică stă la baza calculului construcțiilor, masi- 
nilor etc. și are o importanță deosebită pentru producţie. 


Vom face observaţia, asupra căreia vom reveni mai tirziu, că Mecanica, definită ca mai 
înainte, priveşte mișcarea corpurilor rigide „macroscopice“ a căror mișcare se produce cu viteze 
obișnuite pentru om și mult inferioare vitezei luminii, 

Este ceea ce numim Mecanica clasică, spre deosebire de alte Mecanici mai noi, în care, 
de exemplu, vitezele corpurilor sint foarte marl, apropiindu-se de cea a luminii (Mecanica 
relativistă), sau în care se studiază corpuri „microscopice“! (Mecanica cuantică, Mecanica 
statistica), 


Instrumentul de calcul. în Mecanică îl constituie matematieile cele 
mai avansate, în deosebi Analiza matematică, calculul vectorial si cal- 


! Denumirea de ,mferoscoplee", utilizată adesea, este improprie deoarece în Mecanica 
cuantică se studiază particule mult mal miei decit cele care se văd la microscop (elee- 
troni ete), 
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culul tensorial; adeseori s-a spus chiar că Mecanica a fost matematizată 
în chip exagerat. Pástrind o legătură strînsă cu numeroasele aplicaţii în 
care intervine Mecanica, acest pericol poate fi evitat, 


B. NOȚIUNI ŞI PRINCIPII FUNDAMENTALE ALE MECANICII 


Mecanica, ca si celelalte științe, își bazează teoria pe cîteva noțiuni 
şi principii fundamentale — noțiuni și principii stabilite pe baza unei înde- 
lungate experiențe — care pot fi verificate în. lucrările ce se execută pe 
baza proprietăţilor lor, dar care nu pot fi reduse — cel puţin în Mecanica 
clasică, cu cunoștințele pe care le avem pînă în prezent — la alte noțiuni 
sau principii mai simple. 

Studiind mișcarea mecanică a corpurilor materiale, noțiunile funda- 
mentale care intervin în Mecanica clasică sînt: spațiul, timpul şi masa; 
iar principiile fundamentale sînt: principiul iner[iei, principiul indepen- 
denfei acțiunii forțelor si principiul egalității acțiunii cu reacţiunea. 

Mecanica clasică a fost creată de-a lungul a peste 2 000 ani şi este 
folosită, în tehnica curentă, la calculul construcțiilor si mașinilor obis- 
nuite, în care intervin viteze cu mult inferioare vitezei luminii. În Meca- 
nica clasică se atribuie spațiului și masei proprietăți care, de cele mai 
multe ori, pot fi verificate de simţurile omului sau cu aparate nu prea 
complicate. În Mecanica clasică se aplică geometria lui Euclid şi Analiza 
matematică curentă, teoria Mecanicii clasice constituind o primă aproxi- 
mafie pentru a face “cercetări şi calcule cu privire la fenomenele curente, 
la scara omului. Mecanica clasică se mai numeşte si Mecanica newtoniană 
(fiind bazată pe principiile enunțate de Isaac Newton în 1686). 

Începuturi în teoria Mecanicii clasice au fost făcute încă din anti- 
chitate, de Arhitas, Aristotel, Arhimede, Vitruvius etc.; dar prima ei fun- 
damentare științifică au făcut-o Galilei si Newton, în secolul al XVII-lea. 
După aceea au urmat numeroase precizări si perfecționări, care continui 
şi în prezent. 

În ultimul secol au apărut şi alte mecanici, care fin seama de viteze 
foarte mari, de alcătuirea materiei pînă la microparticule şi de alte pro- 
prietăți ale materiei, descoperite în ultimul timp. Mecanica relativistă, 
cuantică, ondulatorie, statistică etc. sînt astfel de mecanici, dar care nu 
constituie obiecte de studiu în cadrul acestei lucrări. 


$ 1. Noţiunile fundamentale ale Meeanieii, Noţiunile fundamentale de 
care ne ocupăm în Mecanica clasică sint: spațiul, timpul şi masa 0 

De spațiu, timp $i masă ne dăm seama, pe baza practicii, că există 
în mod obiectiv, în realitatea înconjurătoare: trăim în spațiu şi iu timp, 
în jurul nostru sînt diferite obiecte la care ajungem miseindu-ne, obiectele 
au o masă de care ne dăm seama cînd vrem să le mişcăm ete. , 

Cu timpul, prin generalizarea unui număr mare de experiențe făcute 
asupra realității din jurul sáu, omul a reuşit să fornyuleze aceste noțiuni, 
ca o reflectare generalizată în mintea sa a unor fenomene aparfinind rea- 
lității pe care o trăia, Binefnjeles, în măsura în care nivelul cunoașterii 
ştiinţifice i-a permis aceasta în diferite epoci istorice. 
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Spaţiul, timpul, masa și mișcarea constituie unitatea dialectică a 
materiei. Kle reprezintă diferitele forme de existență ale realităţii obiec- 
tive din jurul nostru, care este materia. 

Aceasta, spre deosebire de concepţia lui Newton, care considera spa- 
pul, timpul si masa ca fiind complet independente si fárá nici o legătură 
ntre ele. Această mentalitate a durat multă vreme și mai există și astăzi 
în concepția idealistă care nu vede legătura spafiu-timp-masá-miscare sí 
care rupe aceste noțiuni de realitate, Mecanica clasică admite şi ea lipsa 
de legătură dintre spațiu, timp şi masă. 

Materialismul dialectic a arătat în mod clar falsitatea acestor afir- 
mafii si a dovedit interdependenfa dintre spaţiu, timp, masă și mişcare. 
Totodată a dovedit realitatea obiectivă a materiei si faptul că materia 
este într-o continuă mișcare, fără început si fără sfîrşit. 

În cele ce urmează vom examina pe scurt aceste noțiuni și vom arăta 
anumite pr prietăți care li se atribuie în „Mecanica clasică.” 

Spasiul este una dintre formele obiective de existenţă a materiei. 
De spaţiu ne dăm seama direct, prin simțurile noastre. „Formele de bază 
ale oricărei existente — spune Engels — sînt spaţiul și timpul, şi o exis- 
tenţă în afara timpului este o absurditate tot atit de mare ca și o existență 
în afara spațiului“ (Fr. „Engels, ,Anti-Dühring", Bucureşti, Ed. P.M.R., 
1952, ed. a II-a, p. 61). 

Noţiunea. de spaţiu oglindește spaţiul real existent în mod obiect: 
Spaţiul Mecanicii clasice se consideră ca avînd următoarele proprietăți: 

— este infinit, adică nu are nici o limită; iar pentru a preciza poziţia 
ocupată de un corp trebuie să ne raportăm la un alt corp, care constituie 
corpul-reper; ^ 

— este tridimensional; 

— este continuu, adică nu se poate trece de la un punct al spațiului 
la altul, fără a trece printr-o infinitate de puncte intermediare foarte 
apropiate; 

— este omogen, adică diferitele porțiuni ale lui nu se deosebesc unele 
de altele; 

— este izotrop, adică proprietăţile după diferitele direcţii care pleacă 
dintr-un acelaşi punct nu se deosebesc între ele; 

— permite mărirea sau reducerea figurilor, dacă se păstrează unghiurile 
neschimbate $i se menţine un raport de proporpionalitate între dimensiuni; 
se obțin în acest mod figuri asemenea, 

Spațiul astfel definit constituie spațiul geometriei euclidiene, permi- 
fină aplicarea metodelor geometriei clasice şi calculului infinitezimal 
obişnuit, 

á În mecanicile mai noi, aceste proprietăţi se modifică într-o oarecare 
măsură, Astfel, spațiul rămîne infinit și tridimensional, dar nu mai este 
omogen yi izotrop, Cind se consideră că formează o unitate cu timpul si 
masa, îşi schimbă şi unele proprietăți în consecință, 

Timpul este " pl o formă oblectivă de existență a materiei, Noţiunea 
de timp oglindește timpul real existent. în mod obiectiv, De timpul real 
ne dăm seama în mod practic, eu simţurile noastre, în legătură cu succe- 
siunea evenimentelor din natură, 
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[mean 


Chiar spaţiul este perceput tot în legătură cu timpul, deoarece ne dăm 
seama de spaţiu, parcurgîndu-l de la un loc la altul, într-un anumit timp, 

Timpul în Mecanica clasică este: nelimitat, continuu, omogen, se 
scurge Într-un singur sens (este ireversibil). 

Durata fenomenelor se reperează față de o origine a timpului, aleasă 
arbitrar, 

Mecanicile mai noi păstrează, în general, aceste proprietăţi cu unele 
modificări, în ceea ce privește omogenitatea. 


Masa corpurilor măsoară inerția lor, Noţiunea de masă oglindește 
masa reală a corpurilor, existentă în mod obiectiv și independentă de locul 
unde se măsoară, Simfurile noastre percep masa ca pe o caracteristică 
directă a existenței substanţei. 

În strinsá legătură cu noţiunea de masă este noțiunea de forță. Forța 
este noțiunea care apare în legátüri cu schimbarea stării de mișcare (sau 
de repaus relativ) a unui corp.. Forţa caracterizează direcția și inten- 
sitatea acţiunii unui corp material asupra altui corp material, căruia îi 
schimbă starea de mişcare mecanică pe care o are (existentă); forța măsoară 
transmiterea mișcării unui Corp asupra altui corp. 

Adeseori forța a fost considerată ca a treia noțiune fundamentală 
a Mecanicii în locul masei; în acest caz, masa ar deveni o noțiune derivată 
din forță. Studiind însă mai îndeaproape fenomenul, observăm că, pentru 
un același corp, forţa variază după mărimea intervalului de timp în care 
voim să producem o anumită deplasare a corpului. Cu alte cuvinte, forța 
depinde şi de variaţia de viteză pe care o capătă corpul. Newton — primul 
care a introdus noțiunea de masă în Mecanica clasică — a conchis, la acea 
epocă, că orice corp are un element caracteristic al existenței sale; acest 
element caracteristic îl constituie masa, — forța fiind funcție de acest 
element și de acceleraţia mișcării pe care o capătă corpul. 

Ca noţiune fundamentală, masa este o noțiune ireductibilă în Mecanica 
clasică şi se măsoară prin raportul dintre forța care acţionează corpul (ii 
modifică starea de mișcare) şi variaţia de viteză (acceleraţia) pe care o 
capătă acel corp. 

Dacă se consideră greutatea corpului, aceasta imprimă corpului lăsat 

` să cadă liber o variaţie de viteză sau o acceleraţie numită accelerația gra- 
vitaţiei; masa corpului este egală cu raportul dintre greutatea corpului 
(forță) si accelerația gravitației (g—9,81 m/s?, la latitudinea țării noastre 
şi la nivelul mării), 

n Mecanica clasică, masa era considerată ca o proprietate invaria- 
bilă a substanţei și deci identică cu materia. Mecanicile mai noi arată însă 
că masa nu este invariabilă, ci depinde şi de viteza cu care se mişcă 
corpul a cărui masă se ia în considerație, 


$ 2. Prineipiile fundamentale ale Meeaniell, Mecanica clasică se ba- 
zează pe un număr de legi sau principii fundamentale, nuite uneori si 
postulatele sau axiomele Mecanicii clasice, 

Aceste principii fundamentale nu pot fi dovedite complet pe cale 
experimentală sau teoretică și nici nu pot fi reduse, pinà acum, la alte 
legi mai simple, Dar, ca si noţiunile fundamentale, principiile fundamen- 
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tale se verifică, în Mecanica clasică, în toate împrejurările în care inter- 
vine aplicarea lor. De aceea, principiile fundamentale sînt admise în Meca- 
nica clasică ca valabile, cel puțin pînă cînd descoperiri noi vor veni să le 
dea o altă formă. 

Este adevărat că anumite fenomene mecanice nu-şi mai găsesc expli- 
caţii satisfăcătoare în Mecanica clasică şi — în timpul din urmă, pentru 
explicarea acestor fenomene cu caracter deosebit — principiile Mecanicii 
clasice au suferit modificări; aceste fenomene, însă, nu intră în cuprinsul 
studiilor care formează obiectul acestei lucrări şi, de aceea, nu vom insista 
asupra lor. 

n cele ce urmează, se va face doar o scurtă expunere a acestor prin- 
cipii, urmînd să se revină cu unele precizări asupra lor mai tîrziu. 

Principiile fundamentale ale Mecanicii clasice sînt următoarele: 

a) Principiul inerției. Recunoscut pentru prima dată de Galilei 5i 
formulat explicit, mai tîrziu, de Newton, principiul are următorul cuprins: 

„Un corp își păstrează starea de repaus sau de mişcare rectilinie şi uniformă, 
atit timp cît nu intervine vreo forță care să-i modifice această stare”. [Corpus!) 
omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in direc- 
tum, nisi quantenus illud a viribus impressis cogitur statuum suum mutare]. 

Newton numeşte acest principiu, în „Principiile matematice ale filc- 
zofiei naturale” — capitolul „Axiomele sau legile mişcării”, Legea I (Lex 
prima). 

Acest principiu, care guvernează în Mecanica clasică atit mișcarea 
corpurilor cît şi echilibrul lor, are ca idee fundamentală constatarea că, 
atit timp cât nu intervine o cauză exterioară, corpul are o mişcare rectilinie 
şi uniformă — şi în subsidiar ideea că, drept cauză modificatoare a mis- 
cárilor se considerá forfa. 

b) Principiul independenjei acțiunii forjelor. Indicat de Galilei, prin- 
cipiul a fost formulat inițial de Newton, astfe ccelerația unui corp este 
proporțională cu forta motoare aplicată și este îndreptată în direcția după 
care acționează forta”. [Mutationem motus proportionale esse vi motrici 
impressae et fieri secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur), 

Newton numește acest principiu: Legea 77 (Lex secunda). 

În comentariul acestei legi, el arată că, dacă o forță produce o acce- 
lerajie, o forță dublă va produce o accelerație dublă si aşa mai departe, 
fie că, față de prima forță este aplicată „laolaltă şi deodată” sau „treptat 
şi succesiv”, ) 

Pornind de la această observaţie, Newton a introdus noțiunea de 
masă, ea raport între modulul forţei F şi modulul accelerației 4, adică 


F "uu aen" 1 $ A 
zm. În forma F-ma, principiul exprimă ecuația fundamentală a Dina- 
Aceasta se mai serie: F+ ain). Newton mai constată că, dacă 
corpul are o acceleraţie, aceasta se va aduna algebric cu accelerația exis- 
tentă în cazul cînd direcțiile celor două acceleraţii coincid şi se va compune 
geometrie în cazul cînd direcţiile lor sint. diferite, 


E " i i 
; Newton înţelegea prin. corpus? punctul material, referindu-se la corpurile cereti. 
care în problemele de astronomie sint adesea considerate ca punete materiale. 
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Comentariul principiului a1 II-lea cuprinde astfel 
lelogramului forțelor: cînd asupra unui punct material a 
două forţe avind direcţii diferite, efectul este același ca și 
tului ar acţiona o forță unică denumită rezultantă şi care are ca mărime 
direcţie și sens diagonala paralelogramului avînd drep 


i j t laturi forţele con- 
siderate. Acest comentariu este cunoscut sub numele de Corolarul I al 
lui Newton. 


$i Principiul para- 
cționează simultan 
i cînd asupra punc- 


. Tinind seama de cele arátate, principiul II, într-o formă sintetică, 
mai nouă, se enunță si astfel: efectul unei forțe asupra unui corp este inde- 
pendent de viteza lui, precum şi de acțiunile altor forțe. 


€) Principiul acțiunii si reacţiunii. Acest principiu a fost formulat de 
Newton astfel: 


Astfel, un corp aşezat pe o masă 
acționează asupra mesei prin greutatea lui; 
la rîndul ei, masa exercită asupra corpului 
o forță egală cu această greutate şi de 
aceeași direcţie, însă de sens contrar. 


De asemenea, un corp A care atrage 
alt corp B este la rîndul său atras de acesta 
cu o forță egală cu aceea exercitată de A, cu aceeași direcție, însă de 
sens opus (fig. 6). 


Fig. 6. 


Observaţie. Fiindcă am vorbit despre forţe, este important să arătăm o clasi- 
ficare sumară a forțelor pentru a ușura înţelegerea denumirilor care se vor utiliza în cele ce 
urmează, 5 

Forțele se clasifică după natura lor, în: 


— forje exterioare date (externe date sau active), care se aplică punctului material sau 
corpului material, din afara lor; 


— forțe exterioare de legătură (externe de legătură, pasive sau reactiuni), care se produc 
în legăturile punctului mat 


terial sau corpului material considerat cu mediul înconjurător 
(ca reacţiuni ale corpului de care se leagă); 

— forțe interioare (eforturi), care apar în interiorul corpului, legînd particulele aces 
între ele, două cite două, Forțele interioare sint două cite două egale şi de sensuri contrarii. 

— forțe de inerție, care apar datorită Inerţiei corpurilor; ele acţionează asupra agentului 
motor (corpul care a produs mișcarea corpului considerat), 

Din punet de vedere al modulul cum se aplică şi se transmit, forţele pot fi: 

— forțe concentrate, core se consideră că sint aplicate şi acţionează într-un singur punct 
(teoretic); 
( x) forțe repartizate, care se consideră că se aplică şi acţionează pe o anumită lungime 
sau suprafață; repartizarea poate îl uniformă (egală), triunghiulară, trapezoidală, curbilinie etc.; 

— fore masice, care acționează asupra unor mase avind volumul diferit de zero (de 
exemplu greutatea corpurilor), 


Asupra acestor definiţii și asupra modulul cum lucrează forţele se va mai reveni. 
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Evoluția Mecanici, ca şi evoluţia altor ştiinţe, este indisolubil legată de dezvoltarea 
forțelor de producție, 

Nevoile tot mai mari ale omenirii — în legătură cu ridicarea nivelului material și 
cultural — au împins oamenii la perfecţionarea forţelor de producţie și în consecinţă, printr-o 
practică tot mai lărgită, prin generalizarea experienţei, la formarea, cu timpul, a teoriei; 
în primul rind în domeniul construcţiilor, apoi al masinilor, mijloacelor de transport etc. 

Dezvoltarea s-a produs pe calea dialectică de cunoaștere a realităţii obiective: de la 
observarea realității la gîndirea abstractă si, de la aceasta, înapoi la verificarea practică, 
Astiel, conținutul Mecanicii, în fiecare stadiu de dezvoltare, s-a îmbogăţit mereu cu noi 
cunoştinţe teoretice, care, fie că s-au adăugat la cele vechi, fie că au perfecţionat cunoș- 
tinfele anterioare, 

Mecanica, ca ştiinţă, apare o dată cu acumularea şi generalizarea experienţei în epoca 
creerii primelor mijloace de producţie. 

n primul rînd a apărut Statica, dezvoltarea ei fiind legată de arta construcţiilor, încă 
din antichitate. 

Formatiunea social-economică sclavagistă — caracteristică lumii antice — se manifesta 
printr-o tehnică redusă aproape numai la dispozitive de ridicare şi deplasare a greutăților. 
Problema studiului dinamic al mișcării „maşinilor“ nu se punea încă, fiind suficient calculul 
static. De aceea se vorbeşte mai mult despre forțe decît despre mişcare. 

Noţiunea fundamentală a staticii — forța — apare ca urmare a constatării efortului 
muscular, de care omul își dă seama prin practică, Tot practica impinge la precizarea teoriei 
pirghiilor si planului înclinat. Începutul secolului al IV-lea î.e.n. este marcat prin apariția 
unor teorii privitoare la compunerea forţelor şi la noţiunea de echilibru. 

Arhitas din Trent (430—365 i.e.n.) filozof din şcoala lui Platon, s-a ocupat de pri- 
mele probleme teoretice ale Mecanicii; lui i se atribuie descoperirea scripetelui şi şurubului. 

Aristotel (384—322 î.e.n.) a făcut multe considerații juste asupra staticii, îndeosebi 
asupra echilibrului. El s-a preocupat și de problema căderii verticale a corpurilor grele, deşi 
această problemă a tratat-o metafizic, elaborind o teorie după 'care „corpul tinde spre locul 
său din natură“. Tot el este primul filozof care abordează problema relativităţii mişcării. 

În opoziție cu Aristotel, materialistii atomiști Democrit, Epicur şi Lucrețiu au dezvoltat 
în Mecanică idei mai apropiate de realitate. Materialigtilor atomisti le aparţin primele afirmaţii 
mai clare — deși cu inexactități — asupra căderii corpurilor, asupra structurii materiei etc. 

Tot în această epocă (sec. al III-lea î.e.n.) a trăit Arhimede, pe care Engels l-a numit 
unul dintre reprezentanţii „cercetării exacte şi sistematice“ ai antichităţii. Arhimede (287—212 
î.e.n.) a trăit la Siracuza. Mare geometru și mecanician, adevăratul întemeietor al staticii, 
el rezolvă aproape toate problemele mecanice care s-au pus în timpul său. În lucrările sale 
„Despre pírghii", „Cartea reazemelor" şi „Despre echilibrul suprafețelor“, dă teoria pîrghiilor, 
rezolvá echilibrul sistemului format din două greutăți suspendate pe o bară care se poate 
roti în jurul unui punct, elaborează regulile compunerii şi descompunerii forțelor paralele, 
dă definiția centrului de greutate, stabileşte unele legi de bază ale hidrostaticii si dă indi- 
caţii cu privire la ceea ce, mult mai tîrziu, va fi numit momentul forţelor, 

Síirgitul orinduirii sclavagiste se caracterizează in Mecanică priu lupta dintre teoriile 
metafizice şi teoriile progresiste ale materialiştilor atomigti, primele ieşind adeseori iuvin- 
gátoare. 
În timpul formaţiunii social-economice feudale nu apare ceva excepțional în Mecanică, 
pină spre sfîrșitul acestei epoci, — cind se fac unele ipoteze noi asupra mișcării, se studiază 
mașini de irigat terenurile agricole și, în legătură cu construirea fortificațiilor, se studiază 
mai îndeaproape natura forţelor $i problema echilibrului, 

O dată însă cu dezvoltarea construirii orașelor și drumurilor, meşteşugurilor, comerțului, 
fortificațiilor, navigaţiei ete, se dezvoltă și Mecanica, În deosebi, în timpul Renaşterii — o 
dată cu Înflorirea artelor și celorlalte ştiinţe ~- Mecanica ia un avint considerabil, Acum se 
face saltul de la Statică la Dinamicá, Studiul mişcării şi al forţelor apare pe primul plan. 
Se stabilese formulele privitoare la mişcarea uniform variată şi la mişcarea curbilinie a 
punctului material. În secolul al XVII-lea şi al XVIII-lea se formulează priucipiile funda- 
mentale ale Mecanicii, 

Marelui artist și învăţat Leonardo da Vinci (1482-- 1518) îi datorează Mecanica multe 
dintre ideile originale şi îndrăzneţe care l-au trasat căile de dezvoltare în viitor, Leonardo 
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da Vinci execută primele cercetări experimentale asupra căderii libere a unui corp greu; 
introduce noțiunea de moment, sub denumirea de ,momento" sau pirghie potențială, La 
Leonardo da Vinci găsim unele indicaţii cu privire la principiul deplasărilor virtuale, la legile 
echilibrului, la egalitatea acţiunii cu reacţiunea etc.; el studiază ciocnirile şi stabileşte unele 
reguli privitoare la frecări. 

Evenimentul cel mai revoluționar al acestei epoci îl constituie apariţia concepţiei lui 
N, Copernic (1473—1543) asupra sistemului heliocentric al lumii $i tot acum apar lucrările 
lui Johann Kepler (1571—1630) cu privire la mișcarea planetelor în jurul Soarelui: celebrele 
trei legi ale lui Kepler, 

insă, întreaga epocă e dominată de lucrările lui Galileo Galilei (1564 — 1642), unul dintre 
cei mai mari învăţaţi ai epocii, luptător neînfricat împotriva învățăturii geocentriste și a 
scolasticii, descoperitor al multor legi de bază ale Mecanicii clasice. 

Galileo Galilei formulează noțiunile principale ale Cinematicii (viteza si acceleraţia) 
şi stabileşte formula căderii corpurilor; el introduce noţiunea de forță ca agent mecanic 
şi emite ideea relativităţii mișcării. 

Se poate spune că istoria Dinamicii începe de la Galilei. El formulează legea inertiei 
aproape sub forma în care o cunoaștem și astăzi, teoria mișcării corpului greu pe un plan 
înclinat, legile mișcării corpului lansat (demonstrind că traiectoria unui proiectil azvirlit in 
vid, sub un unghi oarecare fatá de orizont, este o parabolă). Sub forma „regulii de aur: 
a Mecanicii, el arată că — în ceea ce priveşte mașinile mecanice — cît se cîștigă în forţă, se 
pierde în viteză. 

Un merit deosebit al lui Galilei constă în faptul că el atribuie o deosebită importanţă 
experimentării practice, dovedind toate afirmaţiile sale prin experiențe; el aduce, in acest 
mod, în ştiinţă, o poziţie materialistă, în locul scolasticii — bazată numai pe textele anti- 
cilor — care se practicase pînă la el, 

continuare, ucenicul lui Galilei, E. Toricelli (1608— 1647) dezvoltă teoria mişcării 
corpurilor grele si a stabilității echilibrului, rezolvind si unele probleme de hidrostatică. 

Simon Stevin (1548—1620) utilizează geometria la rezolvarea problemelor de Mecanicá 
şi clarifică modul cum trebuie folosite momentele forțelor la studiul sistemelor în echilibru; 
elaborează principiul compunerii forțelor; dă metoda de calcul a presiunii apei pe fundul 
şi pereţii vaselor, 

G. Roberval (1602—1675) îşi axează statica sa pe studiul mașinilor (maşini simple, 
balante, mașini de împletit fringhii etc.) si alte probleme practice ale tehnicii, generalizind 
realizările anterioare, în special în ceea ce priveşte calculul momentelor şi compunerea forţelor. 

R. Descartes (1596—1650) emite noțiunea cantităţii de mişcare, desi cu erori; se preo- 
cupă de teoria ciocnirii corpurilor; arată caracterul infinitezimal al principiului deplasărilor 
virtuale si studiază îndeaproape problema mișcării corpurilor si problema inerției. 

Cr. Huygens (1629—1695) a formulat sub o formă incipientă noţiunile de 
centrifugă și centripetă și de moment de ine 
centrul:de oscilație al pendulului fizic, ciocnirea corpurilor elastice, 

Isaac Newton (1643—1727) a formulat cele trei principii fundamentale ale Mecanicii 
sice; a aprofundat studiul forțelor; a studiat şi descoperit legile fundamentale ale opt 
a pus bazele calculului infinitezimal. Mecanica newtoniană se bazează pe studiul naturii. pe 
numeroase experienţe și pe un deosebit simţ de generalizare teoretică. 

Galilei și Newton pot fi consideraţi. ca fondatorii Mecanicii clasice. 

P. Varignon (1654— 1722) a aplicat metodele geometrice în statică, a definit complet 
noțiunea de moment al forţei şi a dat cunoscuta teoremă despre momentul rezultantei forțelor 

R. Hooke (1635— 1703) a determinat experimental relaţiile dintre eforturi si deformatii 
la corpurile elastice, iar E. Mariotte (1620— 1684) a studiat iucovoierea grinzilor privite ca 
elemente elastice; Mariotte a lucrat mult şi in domeniul Mecanicii gazelor şi lichidelor. 

A În acest fel, către Mirșitul secolului al XVII-lea, bazele Mecanici erau temeinic stabi- 
lite, Mecanica devenind de acum inainte o ştiinţă independentă, 

O importanță deosebită pentru dezvoltarea ulterioară a Mecanicii teoretice o are in 
această epocă apariția unor tratate de Mecanică în care se sistematizează realizările ante- 
rioare, fapt care va ușura aplicarea cunoștințelor mecanice în practică, Astfel sînt tratatele 
lui Wallis, Varignon, Poinsot, 8. K, Kotelnikov şi 8, V, Guriev, 

În secolul al XVIII-lea, datorită studiilor făcute pentru nevoile producției — ma 
construcţii ete. — si pentru nevoile navigaţiei -- cercetări astronomice ete. a ajun: 


elaborarea de soluţii generale pentru rezolvarea problemelor Mecanicii punctului material 
şi corpului solid, 


acceleraţie 
ttie. A studiat de asemenea mişcările oscilatorii 
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Astfel, Z. Euler (1707 — 1783) a dezvoltat dinamica punctului material, utilizind calcu- 
lele analitice si diferenţiale, El este creatorul Mecanicii corpului solid, studiind, primul, 
metoda mişcării corpului solid cu ajutorul celor trei unghiuri cunoscute sub numele de wnghiu- 
rile lui Euler. Kl este fondatorul Hidrodinamicii şi al teoriei stabilităţii barelor elastice. De 
asemenea, a făcut importante cercetări în domeniul Rezistenței Materialelor (de exemplu 
momentele de inerție) şi Mecanicii cerești. 

Daniel Bernoulli (1700-- 1782) a dat în „Iidrodinomica” cunoscutele ecuaţii fundamen- 
tale pentru Hidraulică, 1 

C. A. Coulomb (1736 — 1806) a stabilit legile experimentale ale frecării de alunecare 
şi de rostogolire, a studiat torsiunea firelor stabilind legile torsiunii etc. 

Pierre Simon Laplace (1749—1827) s-a ocupat cu Mecanica cerească, publicind renu- 
mita sa lucrare „Tratat despre Mecanica cerească” in care face cunoscutele ipoteze privitoare 
la geneza emului solar. 

M. V. Lomonosov (1711—1765) studiază problema interacțiunii a două corpuri, face 
formulări ale bazei teoriei cinetice a propagării căldurii si este primul care formulează princi- 
piul conservării energiei. 

Spre mijlocul secolului al XVIII-lea încep a fi formulate şi principiile variationale ale 
Mecanicii, 

Asti in 1744, P. Maupertuis (1698—1759) formulează principiul minimei acfiuni, pe 
care il apl: a explicarea legilor reflexiei si refracției luminii şi la teoria ciocnirilor. Demon- 
stratia matematică a acestui principiu a fost dată însă de Euler, iar generalizarea a fost 
făcută sub prima formă de Lagrange si complet de Jukovski. 

Problema importantă a deplasărilor virtuale, ca principiu care reflectă condiţiile gene- 
rale de echilibru ale sistemelor, igi găseşte formularea în secolul al XVIII-lea, sub o primă 
formă (care pornea de la lucrări mai vechi ale lui Galilei si ale altora) in lucrările lui Jean 
Bernoulli (1667 — 1748); cel care îi va da formularea ştiinţifică va fi J. Lagrange, mai tirziu. 

Tot în această epocă d'Alembert (1717—1783) publică „Traite de Dynamique“, unde 
este formulată celebra sa metodă privitoare la rezolvarea problemelor de dinamică prin 
metoda cinetostatică. 

Acela care a dezvoltat însă considerabil partea teoretică a Mecanicii a fost J. Lagrange 
(1736—1813), in deosebi în lucrarea sa fundamentală „Mecanica analitică“ (1788). Lagrange 
a creat Mecanica analitică pe baza principiului deplasărilor virtuale; a încercat să demon- 
streze analitic, atit cit era posibil, principiul deplasărilor virtuale; a demonstrat analitie 
principiul lui d'Alembert; a rezolvat problema oscilaţiilor mici ale unui sistem de corpuri 
ete. Se poate spune că apariţia „Mecanicii analitice“ a lui Lagrange a determinat direcțiile 
cipale de dezvoltare ulterioară a Mecanicii analitice. 

Paralel s-au dezvoltat, în noile condiţii de producţie, si alte capitole ale Mecanicii. 
într-adevăr, capitalismul — pentru a obţine profituri maxime — cere mijloace de producție 
mai puternice şi cu randament mai bun, cere construirea de fabrici şi uzine mari, cere mij- 
loace de transport rapide si căi de comunicaţie bune. Toate acestea necesită mașini complexe 
și construcţii mari, deci şi teorii noi pe baza cărora să se poată calcula maşinile şi construc- 
ţiile. Aceasta va duce la dezvoltarea rapidă a Mecanicii teoretice şi aplicate. ` 

L. M. Navier (1785—1836), B. de Saint-Venant (1797 — 1886) si G. Lamè (1795—1870) 
fac studii aprofundate de Statică, de Rezistenţa Materialelor si de Elasticitate. 

M. V. Ostrogradski (1801— 1861) studiază legăturile dependente de timp, introduce 
noţiunea de legături exprimate analitic prin inegalităţi şi aplică pentru astfel de legături, 
principiul deplasărilor virtuale. Ostrogradski a dat o nouă formă ecuaţiei generale a Dina- 
micii, ecuaţie care integrată în raport cu timpul va duce la expresia cea mai generală a prin- 
cipiului Hamilton — Ostrogradski, 

W. R, Hamilton (1805— 1865) aplică calculul variaţional în Mecanică şi formulează 
pineipiul care-i poartă nume 

Mijlocul secolului al XIX-lea se caracterizează prim dezvoltarea metodelor generale de 
integrare a ecuațiilor diferenţiale ale Dinamicii, În această privință, dau metode noi: 
S, Poisson (1781 — 1840), W. G. Jacobi (în 1866) si alţii, 

În secolul al XIX-lea, au fost şi alţi corifei ai Mecanicii: Z.. Foucault. (1819— 1863). 
care demonstrează posibilitatea prineipialà de a dovedi, fără cercetări astronomice, rotația 
zilnică a Pământului; în 1888, matematielana rusă S, V, Nocalecskaia (1850— 1891) a rezolvat 
încă un caz privitor la. problema rotației corpului greu fu jurul unui punct fix; în 1893, 
matematicianul sus A, M. Lia fiiov (1887 — 1918) a demonstrat că cele trei cazuri ale mişcării 
corpului rigid eu un punet fix (studiate de Euler, Lagrange si Kovalevskaia) sint cazuri unice. 
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Probleme noi ale balisticii exterioare, au fost puse și rezolvate de N. V, Mi i 
(1823—1892), A. N. Krîlov (1863—1945) etc. i tegahi 

Una dintre principalele probleme care se pune la acea epocă este şi problema stabilității 
echilibrului, studiile fiind începute încă de Lagrange. 

Demonstrarea matematică a stabilității echilibrului sistemului conservativ a fost gene- 
ralizatá de P. Dirichlet (1805—1859); E. Routh studiază de asemenea stabilitatea mișcării, 
aplicind metoda oscilaţiilor mici, iar N. E. Jukovshi (1847 — 1921) face cercetări și aplicaţii 
la stabilitatea avioanelor în aer. Dar cel care a studiat riguros stabilitatea mișcării şi a creat 
teoria şi cele mai generale metode pentru rezolvarea ei a fost A. M. Liapunov, în lucrarea 
sa „Problema generală a stabilității mişcării" (1892). Studiile lui Liapunov au fost dezvoltate 
ulterior de V. V. Stepanov (1889—1950). 

Progresele importante, în secolul al XX-lea, ale Xlectrotehnicii, reglării automate a 
maşinilor, Opticii, Acusticii, sînt legate de numele lui Liapunov, A. Poincaré, L. Mandelstam 
(1879—1944), N. D. Papalexi (1880—1947) si alţii. 

Apare si o nouă ramură a Mecayicii, Dinamica corpurilor cu masă variabilă. Bazele 
teoriei mișcării corpurilor cu masă variabilă au fost puse de V. I. Meșcerski (1859—1935) 
în lucrarea sa „Dinamica punctului material cu masă variabilă“, Ecuația generală a dinamicii 
punctului cu masă variabilă a servit ca bază teoriei mişcării reactive, care a fost aprofundată 
de K. E. Țiolkovski (1857 — 1935). Pornind de la aceste teorii — dezvoltate in mod creator de 
ştiinţa sovietică — la 4 octombrie 1957 a fost lansat de U.R.S.S. primul satelit artificial al 
Pămîntului, iar la 2 ianuarie 1959 prima rachetă cosmică, care a devenit prima planetă 
artificială a sistemului solar. M 

Din nevoia de a putea explica numeroase fenomene cate in Mecanica clasică apăreau 
ca inexplicabile, în secolul al XX-lea se reexaminează multe dintre tezele şi principiile Mecanicii 
newtoniene. Ca o consecință, apar: Mecanica relativistă, Mecanica cuantică, Mecanica ondu- 
latorie, Mecanica statistică etc. Numele savanților A, Einstein, Max Planck, de Broglie, 
Fok, Vavilov etc. sînt strîns legate de aceste mecanici noi si sînt bine cunoscute in toată 
lumea. 

În țara noastră, trebuie să menționăm pentru activitatea lor, în domeniul Mecanicii 
teoretice si aplicate, pe Anghel Saligny, Spiru Haret, Andrei Ioachimescu, Ion Ionescu, Gh. Em. 

Filipescu, care au lăsat importante studii de Mecanică teoretică gi aplicată şi au executat 
numeroase lucrări inginereşti cu care ne mindrim, 

Un avint deosebit a luat Mecanica după 1945, cînd s-au putut face studii deosebit de 
importante în noile laboratoare înființate, cu amplele mijloace de experimentare care au fost 
puse la dispoziția oamenilor de știință din țara noastră, 


i 
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(4) sistem de puncte materiale; 
A arie; 


a acceleraţie; 

az, y, d; proiecţiile accelerației a pe axele 
Oxys; 

äg, an, ap proiecţiile accelerației a în coor- 
donate sferice; 


4, 4, ds proiecţiile intrinseci ale accele- 
ratiel a; 
d, accelerația originii O a triedrului 


mobil T faţă de triedrul fix Tj; 
accelerația absolută; 


a! 


a 

a, accelerația relativă; 

a, acceleraţia de transport; 

a. acceleraţia Coriolis; 

a amplitudinea mişcării oscilatorii; 

A amplitudinea oscilatiei forțate; 

b numárul barelor unui sistem articu- 
lat; 

[^] centrul de curburá principal; 

C centrul forţelor paralele, centrul de 
greutate, centrul maselor; 

c constanta ariilor; 


CP cai putere; 

c forța centrifugA propriu-zisă; 

(D) domeniul de existență al funcpiei U; 
E energie, energie cinetică; 

LM energie mecanică; 

excentricitate; 

FE, V 4 forte; 

Pa y F, proiecţiile forţei PF pe axelo 


Oxyz; 


SIMIOLUIU 


Pi componenta normală a fori F; 

E, componenta tangġențială a torței F; 

Ey Fy forțe interioare ale sisti:.alui de 
puncte materiale; 

Fa forţa redusă la elementul c,uducá- 
tor al maşinii; 


PF fortá complementará de transport; 

F, forță complementară a Jui Coriolis; 

Fp, forța rezultantă medie din timpul 
ciocnirii; 

E frecvența; 

f constanta de atracţie univcesală; 

f săgeata parabolei de ecliiibru a fi- 
tului; 

g acceleraţia gravitaţiei; 

G greutatea corpului; 

g versor în planul tangent la suprafață 
în triedrul Darboux; 

g normala geodezică a cul. i firului; 

H impuls; 

H distanța polară in poligonul forțelor; 

H componenta orizontală a ti usiunii N 
din fir; 

h ore; 


h înălțime; 

I centrul iustantaneu de ro atie; 

l moment de inerție geometric; 

Tj 1, monent de inerție geometrie axial; 
ly moment de inerție geometrie polar; 
Ty moment de inerție geometrie centri- 


Iugal; 
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i rază de inerție (giraţie): M, moment giroscopie; 

i raport de transmitere: momentul cuplului motor (la roata 

g centrul instantaneu al accelerațiilor; motoare); 

J moment de inerție mecanic; n turaţia; 

Jes: Jys ]4 momente de inerție axia- n versorul normalei la suprafață in 

triedrul lui Darboux; 

Jrow Jyos Jzor momente de inerție pla- n numărul nodurilor unei grinzi cu ză- 

x nare; brele; 


Jry: Jy J,, momente de inerție centri- 
tugale; 

Jy. Jẹ» Js momente de inerție principale; 

Je moment de inerție polar; 

Jrea momentul de inerție redus al maşinii; 


k coeficient de elasticitate; 


E coeficient de restituire (coeficient de 


elasticitate la ciocnire); 
K moment cinetic; 
K curbura; 
K, 


ı torsiunea curbei; 


2 lungime; 

L lucru mecanic; 

La ]ucru mecanic motor; 
L. lucru mecanic rezistent; 
La lucru mecanic util; 

Lp lucu mecanic pasiv; 


Mi saasa punctul Ai; 

M , masa sistemului de puncte materiale; 

Mpeg masa redusă la elementul conducător 
al maşinii; 

m modulul roţilor dințate; 

AoD momentul forței F în raport cu 
punctul O; 

Mg vectorul moment rezultaut al unui 
sistem de forte; 

Jl moment incovoictor; 

M, momentul cuplului de frecare de 

rostogolire; 
momentul cuplului de frecare de pi- 


votare; 


N reacțiune normală; 

N tensiunea din fir; 

o originea sistemelor de axe; 

di forță de legătură; 

> pereusiune; 

? pasul şurubului, pasul roţilor dințate; 
B putere mecanică; 

putere motoare; 

P, putere utilă; 

Pp putere pierdută; 

q forța repartizată asupra firului; 

Q forța rezistentă a unei maşini simple; 
r vector de poziție; 

R, r raze; 

7. viteza puăctului definit de 7; 


accelerația punctului definit de 7; 


R vectorul rezultant al unni sistem de 
forțe efectiv aplicate; 
R reacțiune (lorjá de legătură); 


E spaţiu, are; 

sp spaţiu ini 

s cursa pistonului 

E secunda; 

s viteza; 

Hi acceleraţia; 

s coeficient de frecare la rostogolire; 


S moment statie; 

Li timp; 

T perioadă; 

T tensiune; 

Ty (E&E 0v v) triedru cartezian fix; 
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T componenta reacţiunii după o direcţie 3 proiecyia accelerației d. pe Oz; 
tangentă la legătură (forţă de fre- | imi; 
care de lunecare); a cosinusul director cu axa Ox; 
tij componentele unni tensor de ordinul Gi. üp, g versorii axelor Oxi, 2, 9); 


al doilea; 
funcţie de forţă; 
modulul vectorului v; 


e viteză 

î acceleraţie; 

Up y V; proiectille vitezei v pe axele 
Oxyz; 

gy Pp ta proiecţiile vitezei v in coordonate 


sicrice; a 

Te viteza iniţială; 

SQ viteza originii O atriedrului mobil T 
faţă de triedrul fix T}; 


viteza centrului de greutate (a cen- 


20 
trului maselor); 

Ta Viteza absolută; 

Tr viteza relativá; 

E viteza de transport; 

Im viteza medie; 

F, volumul unui corp; 

V energie potențială, funcție potențială 

y componenta verticală a tensiunii N 
în fir; 

W — watt; 


w energie, lucru mecauic; 

X, Zir en XL abscisá; 

X, X, «m XQ proiecția unei forţe pe Ox; 
a proiecția vitezei v pe Ox; 

5 proiecția accelerației 4 pe Ox; 

Lă elongația mișcării oscilatorii; 

Ys Jv ^» 3, ordonata unui punct; 

Y, Y,, .., Y, prolecţia unei torţe pe Oy; 


EA proiecția vitezei v pe Oy; 

> proiecția accelerației a pe OY; 
^ u eng cota unui punct; 
Zi muz, proiecția unei forţe pe Osz; 
* proiecția vitezei v pe Oz; 


Mecanica teorețicii 


IF 


aq, a: y cosinusurile directoare ale unei axe 
A cu axele Ox, Oy, Oz; 
LIT) (j==1, 2, 3) proiecţiile vectorului a, 


pe axele 0j; 


p cosinusul director cu axa Oy; 

B  versorul binormalei în triedrul lui 
Frenet; 

ye greutatea specifică; 

id cosinusul director cu axa Oz; 

A dreaptá, axă, suportul unui vector; 

A determinant; 


a$ simbolul lui Kronecker; 

8 gradul de neregularitate al funcfio- 
nării maşinilor: 

òr, dx deplasări virtuale; 

èL lucru mecanic virtual; 

accelerație unghiulară; 

unghi polar (în coordonate polare); 

longitudine; 


coon: 


unghiul de nutafie (dintre cele trei 
unghiuri ale lui Euler); 

A latitudine; 

lungime de undă; 


œ coeficient de frecare de alunecàre; 


Qo — coeficient de aderență; 


densitate, masa specifică a corpurilor; 
versorul normalei priucipale in trie- 
drul lui Frenet; ` 
y coeficient de frecare de pivotare; 
y frecvența mişcării oscilatorii armo- 
nice; 
p masă speeiticà; 
e vază de curbură principală; 
PL rază de torsiune; 


Pu rază de curbură normală a suprafeței; . 
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rază de curbură geodezicá; 

versorul vectorului de poziție r; 

versorul tangentei în triedrul lui 
Frenet; 

tensor simetric; 

torsorul forțelor; 

unghi de frecare; 

unghiul de rotaţie proprie (dintre cele 
trei unghiuri ale lui Euler); 


latitudine; 


* forţă de aderenfá; 


unghiul de precesie (dintre cele trei 
unghiuri ale lui Euler); 


a viteza unghiulară; 
o accelerația unghiulară; 
üm Viteza unghiulară medie (de regim, 


nominală) a maşinii; 

Omaz) Valorile extreme ale vitezei unghiu- 

Omninf lare la o maşină; 

o pulsatia mişcării periodice; 

Q viteza areolară; 

aj vectorul asociat al tensorului antisi- 
metric 91; 

9j tensorul antisimetric; 

n raudament mecanic. 
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T. NOTIUNI DE CALCUL VECTORIAL 


A. NOȚIUNI INTRODUCTIVE 

$ 1. Sealari. Vectori. Există mărimi care pot fi definite complet 
prin cîte un singur număr, valoarea lor numerică nedepinzînd de un reper 
anumit. Astfel de mărimi se numesc märimi scalare sau simplu scalari. 
Studiul lor se face de obicei în aritmetică. 

S-a constatat însă, de-a lungul timpului, că mărimile scalare nu sînt 
singurele care intervin în ştiinţă şi în tehnică, si că mai pot fi și altfel 
de mărimi, de exemplu mărimi prezentînd un caracter geometric, cunos- 
cute sub numele de mârimi vectoriale sau simplu vectori. Mărimile vectoriale 
intervin foarte deseori, după cum vom vedea, în Mecanică. 

Vom.presupune cá spațiul de care ne ocupăm aici, în care au loc feno- 
menele mecanice, este spațiul euclidian E, cu trei dimensiuni. De multe 
ori, însă, va fi avantajos 'să simplificăm spațiul E, reducindu-l, în mod 
convenţional, la două dimensiuni E, sau la o dimensiune E,. | 

Spațiul euclidian E, este linia dreaptă oarecare D, avînd o direcție 
dată. Dacă se fixează pe dreapta D un sens de deplasare — de exemplu 
sensul de la A la B (fig. 1.1) — dreapta devine.o axă (si zicem axa A). 
Cum orice dreaptă este susceptibilă de a avea două sensuri de-a lungul 
ei, unul opus celuilalt, rezultă cá o dreaptă poate fi considerată ca suportul 
a două axe. 

Poziţia unui punct P pe axă ne sugerează să folosim distanța y de 
la un punct O al axei (pe care îl vom lua drept origine, reper) ca element 
determinant. Punctului P îi va corespunde o distanță y și un sens de la 
O spre P. Dacă acest sens este acelaşi cu sensul axei, se va lua distanța 
y cu semnul plus; în caz contrar, se va lua 7 cu semnul minus. În acest 
mod, poziția punctului P va fi perfect determinată pe axă, cu ajutorul 


distanţei r afectată de semnul convenţional + sau —. Distanţa r; astfel 
g -U P i 
RR 2 
2 
Fig. 14 


determinată, constituie vectorul de poziție al punctului P pe dreaptă şi se 
înseamnă cu 7. Putem marca în P o săgeată pentru a pune și mai mult în 
evidență caracterul vectorial al mărimii r(=0P). Valoarea pozitivă a dis- 
tanfei 7 este valoarea absolută sau modulul vectorului 7, pe cînd distanța 
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r afectată de semnul + sau — este valoarea scalară a vectorului 7, Valoarea 
absolută a vectorului 7 se notează prin simbolul Ir. 

Vom considera, în special, punctul U situat la o distanță egală cu 
unitatea, de O, în partea pozitivă a dreptei. Vom însemna vectorul de pozi- 
fie al acestui: punct cu f; acest vector unitar se numeşte versor. 


Versorul / va putea reprezenta si sensul axei A, încît se poate scrie 
i—vers A. 

Să notăm cu x distanța OP prevăzută cu semnul + sau — dupá 

cum vectorul de poziție 7 are sensul lui 7 sau nu. Mărimea x este, evident, 

o cantitate algebrică, o mărime scalară. Ea este identică de altfel cu mări. 


mea scalară a vectorului 7 definit mai înainte. Vom conveni a scrie 
r—xd, 


indicind prin aceasta cá vectorul 7 este determinat de márimea algebricá x 


şi de versorul i. Observăm astfel că mărimea vectorială este de fapt o mărime 
orientată, avînd un suport, o origine şi o intensitate scalară. 


Punctul O este caracterizat de X—0; vectorul corespunzător de poziție 
este vectorul zero pe care-l vom însemna tot cu 0, ca în aritmetică. 


Dacă ne putem imagina o a doua axă similară A’ avînd versorul res- 
pectiv j, atunci vectorul 7' de poziţie al unui punct B de pe A” va fi dat de 
formula analogă y * 

r'—yj, 
unde y este o mărime algebrică analogă lui x. 
Spațiul cuclidian E, cu două dimensiuni este planul. Un punet A 


al planului este determinat prin vectorul său de poziţie y faţă de un punet 
y O din plan, 


r= 


A. 


42 A Totodată, ne putem folosi de două axe 
pentru a caracteriza vectorul de poziţie 7. 
Fie axele Ox si Oy perpendiculare în O 
una pe alta (fig. 1.2) şi fie Ñ şi j versorii 
LE * respectivi, adică 
Fig. 12 T—vers Ox, j—vers Oy, 

Dacă A, este oroiec[ia punctului Ape Ox, O A, va fi vectorul de poziţie 
al lui Ai pe Ox, adică mărimea vectorială care determină în mod univoc 
poziția lui 4, pe Ox, O vom însemna, după cum am convenit mai înainte 
prin xf, În mod analog, 4; fiind proiecția punctului 4 pe Oy, vectorul 
său de poziție va fi yj, Aşadar, dtndu-ni-se poziţia punctului A in plan, 
obţinem vectorii xi şi yj în mod univoc, si reciproc, dindu-ni-se x si yj 
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obținem în mod univoc punctele 4, şi A,, şi, prin construcția geometrică 
din fig. 1.2, punctul A. Vectorul de poziţie 7 al punctului A are compo- 
nentele xi şi » iar punctul A, coordonatele x si y față de sistemul xOy, 
ceea ce putem serie sub forma 


ky 
Această formă se numește forma hipercomplexă a vectorului 7 în baza i, j. 
Mărimile algebrice x, y sînt valorile scalare ale vectorilor xi şi respectiv 
yj, adică ale componentelor lui 7 după axe. 

Axele Ox, Oy din fig. 1.2 constituie un sistem drept pentru că, presu- 
punind că ele se află într-un plan orizontal, rotația axei Ox de 90 pentru 
a se suprapune peste Oy se face în sensul invers mersului acelor unui cea- 
sornic (dimpotrivă, sistemul format de Ox și de prelungirea axei Oy ar 
fi un sistem stîng). 

Observăm că si în acest caz coordonata x a vectorului 7 după Ox 
este un număr pozitiv sau negativ, după cum vectorul xi are acelaşi sens 
sau nu cu versorul 7 al axei Ox. Dacă însemnăm cu (7, î) unghiul (>0, 
<a) pe care-l fac cei doi vectori 7 $i 7 între ei, vom avea 


7| cos (7, i), 


unde am însemnat cu Iz] lungimea pozitivă a vectorului VA, valoarea, abso- 
lută sau modulul vectorului v. În mod analog vom scrie F > 


Aceste două formule ne dau relația evidentă 
r=x? 4y. 


Observăm că mai putem scrie: 


a 
Ed) 
Pentru cazul special în care lungimea x este egală cu unitatea, vec- 
torul de poziţie 7 devine un versor, iar coordonatele sale după axe devin 
chiar cosinusurile directoare ale vectorului, 
Alt caz special, 7:30, arată că vectorul zero poate avea orice direcţie. 
Spajiul euclidian E, cu trei dimensiuni are trei axe. A treia axă este 
perpendieulara Oz, în O, pe planul xOy si fie 4 versorul ei 


PN pon, 
cos (r, 1) cos (r, J)* 


t 


Iri 


vers Os, 


Un astfel de sistem se numește drep/, întrucît seusul rotației axei Ox, pentru 
a coincide cu Oy, corespunde eu sensul în care e rotit un șurub drept pentru 
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a avansa în sensul versorului F. (Dacă în loc de Oz am fi luat drept a treia 
axă, prelungirea lui Oz dincolo de planul xOy, am fi avut un sistem stîng) 
Vom întrebuința de regulă sistemul drept. : 

Exemplu. Potrivit acestei definiţii, rotația diurn 1 
dirijatà de A S la N este rotația pei edm drept rw s ră pres nu 
drept axă Os normala la planul eclipticii, şi anume semidreapta care face un unghi ascuţit 
cu axa polilor SN, mişcarea Pămîntului pe eclip- 


tică este determinată de rotația unui tried 
drept în planul xOy, i Ja 


Vectorul de poziţie 7 al unui punct 
A din spațiu (fig. 19] se va dona 
cu ajutorul proiecţiilor sale pe axe. 

Vom proiecta punetul 4 in 4, pe 
Ox, în A, pe Oy, în A, pe Oz. Punctele 
Av As, As sint univoc determinate, deci 
şi vectorii respectivi de poziţie xi, yj, zh. 
Reciproc, cunoscînd punctele 4,, À,, As, 
se determină în mod univoc punctul A. 

Vom conveni să scriem 


7—xi - yj -zk (1.1) 
şi vom spune că vectorul de poziţie 7 are componentele xi, yj zk, iar punc- 
tul A, coordonatele x, y, z faţă de axele triedrului Oxyz (acestea din urmă 
sînt valorile scalare ale vectorilor xi, yj, zk). 

De la vectorii de poziţie se poate trece la un vector in general, pástrin- 


du-i însușirile următoare: o lungime AB afectată de o direcție si de un 
sens, Așadar, vectorul este asimilat unui segment dirijat AB, 


(35. x 


Proiecfiile punctelor A si B pe axe " 
vor determina trei vectori vai, vy], 
vj, astfel încît putem scrie 


vo val 4-vyj- vu. (1.2) 


Acești trei vectori sînt componentele 
vectorului v după axe, iar mărimile v 
Ug, Uy, V, Sint coordonatele vectorului 7 

7 după aceleaşi axe, Asadar, coordo- 

natele vz, vy, v; sînt valorile scalare 

ale vectorilor vai, vyj, vals; ele sint 

numite, uneori, 5i proiecţiile vectorului pe axele de coordonate. Punctul 
A (fig.1.4) este punctul de aplicaţie, iar punctul B este extremitatea vec- 
torului v; dreapta AB face parte din suportul sau linia de acțiune a vecto- 
tului. Cînd se face abstracţie de punctul de aplicație al vectorului, avem 


E 


Fig. 14 


Scanned with CamScanner 


NOTIUNI DI! CALCUL VI 
———————MÀ 


vectorul liber, În cazul cînd vectorul este legat de punctul său de aplicaţie, 
avem vectorul legat (sau fixat); în acest caz, va trebui să se dea yi vectorul 
de poziţie al punctului său de aplicație, pentru determinarea completă 
a vectorului. În fine, cînd pundtul de aplicație se poate lua oriunde pe 
suportul vectorului, avem vectorul alunecdtor (pliant), 

Vectorul p de lungime egală cu unitatea, situat pe suportul vectorului 


V şi avind același sens cu v, este versorul lui v; 
pzsvers v. 


Punctul de la infinit al suportului unui vector v îi determină dizecpia, 
Doi vectori paraleli între ei au aceeași direcție, sensul putînd fi însă diferit, 


$ 2. Proieefii. Proiecţia A’ a unui punct A pe o dreaptă D (fig. 1.5) 
sau pe un plan ;P (fig. 1.6) se află la intersecţia proiectautei cu dreapta, 
respectiv cu planul considerat. De obicei, proiectanta va fi o perpendicu- 
lará prin A (pe dreaptă sau pe plan) afară de cazuri excepționale in care 
se va menționa caracterul special al proiectantei, 

Proiecţia unui vector v (=MN) pe o dreaptă D (fig. 1.7) sau pe un 
plan P (fig. 1.8) se va găsi proiectîndu-i extremităţile; se obține astfel 
câte un nou vector, al cărui sens va fi determinat prin sensul de deplasare 


A 
x x^ 
| | 
| | 
| | 
i i i7 a 
x 
Fig. 1.5 Fig. 16 
4 N 
A | A 
n | s | 
| | 
| | | D] | 
po! | ! m d ? 
LZ E] "n 
Pig, 1.7 Fig. 1.8 


a proiecției a a punctului A de pe vectorul o, cînd A se deplasează de la 
M la N. v 
Proiecjía unui vector v pe o axă A (fig, 1,9), care se înseamnă cu 


pr, 9, 
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este dată de relaţia 

pro = |v | cos e, (1.3) 
în care am notat cu a unghiul dintre versorul p al vectorului v şi versorul 
Po al axei, A, adică à 


Di = 
z=(p, po). 


N. 
v | 
M | Observăm că putem scrie 
e^ | 


[J = 
PP d | l Vr=prz v 
l 


l : vy pry v (1.4) 
'& ME] n V—prz v, | 
Fig. 19. dacă notăm cu prg proiecția pe axa Ox 


etc; iar mărimile vz, vy, v; vor fi froiec- 
bile vectorului v pe axele veperului Oxyz. 


: În cazul cînd vectorul v este un versor (vector unitate) relația (1.3) 
devine 


Pr, =cos x, (1.5) 
iar relaţiile (1.4) vor da 
> 
ve=cos (v, 1), 
mE " 
vy—cos (v, j), (1.6) 
£o 
vz=cos (v, k). 
Cu ajutorul teoremei lui Pitagora vom scoate din (1.4) 
v=o to, (1.7) 


Relaţiile (1.3), (1.4) ne dau posibilitatea să calculám proiecţiile pe 


axe cînd ni se dă vectorul în lungime, direcție si sens. Invers, dindu-ni-se 
— 
proiecţiile vz, vy, vz, putem calcula pe lvi din (1.7) si pe cos (v, ?), cos (v, 7). 
= 


cos (v, 7) din (1.3), (1.2), Excepţie face vectorul de proiecţii nule ve=vy= ( 
adică vectorul zero (pe care-l vom însemna cu 0); direcția si sensul acestuia 
rămîn nedeterminate, dar lungimea sa este nulă. _ 
Schimbarea axelor de coordonate. În cazul cînd vectorul liber v este 
determinat prin proiecţiile sale, trebuie sà observăm că aceste proiecții pot 
fi luate în mod arbitrar, trei mărimi scalare oarecare, Trebuie totuşi să 
menționăm că ele se deosebese de scalarii obişnuiţi, întrucît valoarea lor 
se schimbă o dată cu axele de coordonate la care raportăm vectorul. Dacă 
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ne raportăm la vectorul de poziţie al punctului P (fig. 1.10), ne putem da 
seama imediat de această proprietate, Într-adevăr, vectorul de poziție 
OP al punctului P are drept proiecţii cele trei coordonate carteziene ale 
punctului faţă de axe; la o schimbare a axelor de coordonate (păstrînd, 
de pildă, originea 0), coordonatele punctu- 
lui P se schimbă și formulele de transfor- 
mare sînt 


"=aux +B y +Y, 
Y'=ax +BY + voz, (1.8) 
2" 03% +BY +Y32, 


, 


dacă insemnám cu x', y’, z^ coordonatele 
punctului P față de noile axe de coordonate 
şi cu a, Bp Yp (i=1, 2, 3) cosinusurile direc- 
toare ale noilor axe față de cele vechi, con- 
form tabelei 


Ox 0y Oz 
d 4 B5 Yı (1.9) 
MELURIEC AN IN. RA Ol 
oz ' | & Ys 


Vedem deci, că proiecţiile vectorului de poziţie se transformă potrivit 
formulelor (1.8). Cum însă orice vector 7 poate fi considerat ca fiind vectorul 
de poziție al extremității sale față de un sistem de axe avînd originea in 
punctul său de aplicaţie, deducem că formulele (1.8), puse sub forma 


Vo zt By z 

Vy =t VrH Ba y Ya z, ( (1.10) 

Ve=t VrH By Yn; 
vor da transformarea proiecfiilor vz, vy, v ; in v£, vj, v? la schimbarea axelor 
de coordonate, după tabela (1.9). Așadar, proiecţiile vz, vy, Vz sint scalari 
de o natură deosebită întrucît ei nu sint invarianfi ai grupului de transfor- 
mări (1.9); sînt mărimi pseudo-scalare, ceea ce însă nu ne va împiedica să 
îi tratăm ca pe adevărații scalari. 

Relaţiile (1.10) de transformare pot fi privite ca formule caracteris- 
tice pentru vectorul de proiecţii va, vy, v; în sensul că, dacă mărimile 
Vs, Uy, vz suferă transformarea (1.8), la o schimbare (1.9) a axelor de coor- 
donate, putem spune că ele reprezintă realmente un vector prin proiecţiile 
sale. Într-adevăr, considerindu-le drept coordonate carteziene, ele ne dau 
un punct a cărui poziţie este independentă de axele de coordonate. Vec- 


torul are, deci, o existenţă intrinsecă, adică independentă de sistemul de 
axe la care-l referim, 
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$ 3. Invarian(i. Potrivit celor de m 


V trebuie să rămînă neschimbat faţă 
coordonate, adică 


ai înainte, modulul unui vector 
de o transformare a axelor de 


va FU vB 4-02. | [a 


Această condiție este satisfăcută de formulele 


€ (1.10), cum se constată ime- 
diat dacă se ține seama de relațiile 


Z= I= X41, Pate Xy Xebe-0,(—1,2,9). — (11) 


Mărimea vatto este deci un invariant al grupului de transformări (1.9). 
Cum legile Mecanicii — în genere, legile fizice — trebuie să fie 
independente de axele de coordonate la care le raportăm, rezultă că, în 
acest caz, ele se vor exprima sub forma unor invarianfi ai grupului de trans- 
formări (1.10). T 
$ 4. Expresia hipereomplexă a vectorului. Operații algebrice. Dacă 


ne referim la formulele (1.1) si (1.2), vectorul ne apare formal ca un 
număr algebric hipercomplex cu trei unități. 

Expresia hipercomplexá a vectorilor ne ușurează în multe cazuri 
operațiile cu ei. De aceea, analog cu ceea ce se face în algebra numerelor 
hipercomplexe, vom încerca să definim operaţiile dintre vectori folosin- 
du-ne de expresia lor hipercomplexá. 


Doi vectori a si sint egali 


a—b, (1.12) 
asi -ayj a c bai +byj+ bk (1.13) 
prin definiţie, atunci cînd coordonatele lor sint corespunzător egale 
az=bz, ay-by, az=b;z. (1.14) 


Aşadar, cele trei relații scalare (1.14) pot fi reprezentate vectorial 


printr-una singură (1.12) folosind notația vectorială, care permite o scriere 
concentrată a ecuaţiilor. 


Relaţiile (1.14) arată că toţi vectorii paraleli cu o direcție dată, avînd 
aceeași lungime și același sens, sint egali între ei, Această observație este 
de altfel în concordanță cu faptul că în operaţiile analizei vectoriale apar 
aproape exclusiv vectori liberi, Cu această rezervă se poate spune că coor- 
donatele az, ay, az ale unui vector a determină acel vector a, 


W, ALGEBRA. VECTORI.OIU 


$ 5, Adunaren, lie a(a5, ay, as) sl (ba, by, b:) doi vectori oarecare 
Vectorul c ale cărui coordonate Ce, cy, c; sint. determinate prin relațiile 
zz 3- D 4, (1.15) 
se consideră că este suma vectorilor «şi Ù, ceea ce se notează prin egalitatea 


Cosa Du, Cui yp by, 


abt, (1.16) 
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Dacă avem » vectori d, ds, ..., dn (022), cu coordonatele az, 


i y m diy, 
i; (i—1, 2, ..., n), atunci vom defini suma lor ca fiind vectorul 


C—dy Hayt sss d dn (1.17) 
cu proiecţiile 
n n i 
t= X dz, Cy— Y iy, c= tz (1.18) 
i Dx] i 


pe cele trei axe. Se verifică imediat că: 

1. Operația este asociativă, adică putem înlocui o parte din vectori 
prin suma lor (sumă parțială), fără ca suma totală să se schimbe, ori cum 
am grupa sumele parțiale. În particular, (44-45) 3-254, 4- (2--4,). 

2. c poate fi reprezentat geometric prin segmentul dirijat OA, care 
închide conturul poligonal format din vectorii puşi cap la cap într-o ordine 
oarecare, începînd din punctul O şi sfirsind în An. În particular, condiția 
necesară şi suficientă ca o sumă (1.17) de vectori să fie nulă este ca linia 
lor poligonală să fie închisă (0—4 n). 

Observaţii. 1°. Adunarea vectorilor se mai numeşte şi com- 
punerea lor, suma lor se mai numeşte si rezultantă, a; fiind considerați ca 
vectori și purtînd numele de componente. 


2^. Orice vector a poate fi considerat ca suma componentelor sale 
de pe axele de coordonate 


a=azi+ayj+a k D î 


expresia hipercomplexă a vectorului obţinînd astfel un sens operațional 
cu ajutorul adunării. 


3°. Dacă adăugăm vectorul — de ambele părți ale unei identități 


a+b=c, 
obținem 


deoarece a--b —b, în virtutea asociativităţii, este egal cu d. Această obser- 
vaţie ne dă regula pe baza căreia se poate trece un termen dintr-un membru 
în celălalt, 

4, Proiecţia sumei unor vectori pe o dreaptă D sau pe uu plan P 
este egală cu suma proiecjiilor acelor vectori pe D, respectiv pe P, Rezultă 
că dacă suma vectorilor este nulă, atunci si suma proieefillor va fi nulă. 
Reciproca nu este întotdeauna adevărată. 

5*. Din proprietăţile adunării deducem că vectorii alcătuiesc un grup 
aditiv abelian sau un modul, faţă de operația adunării, deoarece adunarea 
este comutativá, asociativă, vectorul zero lasă neschimbat orice vector şi 
oricărui vector « îi corespunde vectorul invers —a. 
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$ 6. Înmulțirea. Produse. Produsul unui scalar eu un veetor. Sá 
considerăm un scalar m și un vector a, Prin definiţie, vectorul c avînd pro- 
iecţiile 

Ca=Maz, Cy= May, Ca Mag (1.19) 
este produsul dintre m si a și-l vom însemna cu ma. Operația corespun- 
zătoare o vom numi înmulțire, multiplicare sau amplificare, m şi a fiind 
factorii înmulțirii. 

De altfel, se vede imediat că cz, cy, cz reprezintă un vector, deoarece 
aceste mărimi satisfac relaţiile (1.10). 

Din felul cum se determină proiecţiile cz, cy, c; se vede că vectorul c 
are aceeași direcție cu a, are mărimea absolută |ma] şi sensul acelaşi 
sau contrar cu al lui a, după cum 7 este pozitiv sau negativ. 

Aşadar, vectorul c fiind susceptibil de a fi reprezentat printr-un seg- 
ment dirijat, independent de axele de coordonate, operaţia care i-a dat naş- 
tere are o existență intrinsecă. 

Vom defini produsul am ca fiind egal cu ma. 

Ca urmare a acestei definiţii, putem spune că produsul ma este co- 
mutativ. 

Din definiția produsului se deduc identitățile 


(n+nja=ma+na, | 
m(a4- b) —ma--mb, 


(1.20) 


n fiind un scalar si b un vector. Aceste identități arată cá produsul este 
distribuliv relativ la ambii factori. 
Deducem, de asemenea, 
m(na) —n(ma) — (nm)a, 
adică produsul este si asociativ. 
În fine, dacă unul dintre factorii produsului ma este nul sau dacă 


ambii factori sînt nuli, produsul este nul și invers, pentru ca produsul mă 
să fie nul trebuie ca cel puţin unul dintre factori să fie nul. 


Observații. 1”, Vectorul a se mai poate serie 
E 
dap 


dacá insemnám cu P versorul suportului lui a şi cu a scalarul reprezentiud 
proiecția vectorului a pe axa p, adică valoarea scalară a vectorului à pentru 
versorul p. i. 
Simbolul azi capătă astfel un înţeles operațional ca şi expresia hiper- 
complexă 
AME Um P 
a7 dal-E-tyJ-|-azh. 
5 2, Dacă vectorul a degenerează într-un scalar, atunci produsul ma 
devine un produs obișnuit dintre doi scalari, Din acest punct de vedere 
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se poate spune cá produsul dintre un scalar și un vector generalizează 
noţiunea obișnuită de produs din algebra scalarilor. 


$ 7. Produsul scalar sau produsul interior a doi vectori. Fie a si b 
doi vectori. Vom numi produs scalar al celor doi vectori mărimea scalară 
azbataybu-tagba, scriini 


abasbs--ayby-4-a zb; (1.21) 


Operația se cheamă înmulțire sau multiplicare scalară, iar vectorii 
a şi b sînt factorii îumulțirii. 

Este ușor de verificat că expresia (1.21) a produsului ab rămîne ne- 
schimbată față de transformarea (1.10) adică insemnind cu az, ay, a, 
Şi Dar, by, ba proiecţiile vectorilor a și b faţă de axele Ox'y'z', avem 


be p ayby- Ea zb azbztagb ya 1b z. 


Produsul scalar este, asadar, un invariant algrupului de transformári format 
prin schimbarea axelor de coordonate. Aceastá proprietate era de altfel 
necesará, dupá cele ce am stabilitla $1, pentru ca produsul scalar definit 
prin formula (1.21) să'aibă un sens. 

Din definiţia (1.21) a produsului scalar a doi vectori putem deduce 
următoarele proprietăţi: 

1. Produsul scalar este o operație comutativă, 

ab=ba. 
2. Produsul scalar este o operație distributivă, 
a(b415) —ab-L-ac, 

ceea ce se vede imediat dacă se observă cá ab este o funcție liniară şi 
omogenă, atit în raport cu proiecţiile vectorului d cit şi în raport cu acelea 
ale vectorului b. 

Expresia geometrică a produsului scalar. Notiud cu (v, i), (v, DNO 
unghiurile formate de vectorul v cu axele Ox, Oy, Oz şi observind că 

reri AR r 
vz=v cos (v,î), vy=vcos (0, j), ve vcos(v, k), 

formula (1.21) se mai poate serie 


ab=|a| |Ü] cos (a, 2), (1.29) 
dacă ținem seama de formula cunoscută 


~ ~ = 


«os (a, 7) cos (D, 1)--cos (a, j) cos (b, j)--cos. (a, A) cos (à. kj cos (a, ô) 


şi deci notăm cu i T) unghiul format de vectorii a şi b. Formula (1.22) 
ne dá pentru produsul sealar o expresie care este, evident, independentá 
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de axele de coordonate — încă o verificare a proprietăţii că produsul scalar 
este un invariant al grupului format de schimbările axelor de coordonate 
şi că deci poe care-i dă naştere are o existență intrinseca. 

Din formula (1,22) mai deducem următoarele proprietăți ale pro- 
dusului scalar: 

3 a) Produsul scalar dinlre doi vectori diferiți de zero este nul cînd cei 
doi vectori sînt perpendiculari, Se spune in algebră că factorii unui astfel 
de produs sînt divizori ai lui zero. 

3b) De asemenea, avem următoarele identități, privind cazul în care 
unul dintre factori este zero sau ambii factori sînt zero: 


a+0=0e a=0, precum și 0:0=0, 
4. Produsul scalar ab poate fi un scalar pozitiv sau negativ, după cum 
unghiul dintre cei doi vectori este mai mic sau mai mare decit m[2. 


5. Produsul scalar ab a doi vectori a și d este egal cu valoarea absolută 
a unuia dintre ei înmulțită cu proiecția celuilalt pe acesta 


ali-|a|prab— [?| prs. a. 


De aici deducem că produsul scalar al unui vector à cu un versor 
este egal cu proiecția vectorului pe versor; de exemplu 


dz=ăi, apa, aj—ak. 
Tot de aici se deduce că, înlocuind în produsul scalar ab unul dintre 


factori, de exemplu pe à, prin proiecția sa pe un plan oarecare trecînd prin £, 
valoarea produsului nu se schimbă. 


6. Produsul scalar al unui vector prin el însuşi este egal cu pătratul valorii 
sale absolute. Se poate scrie deci 


aa=(a)e=|ă 


7. Cu versorii î, j, k se pot forma următoarele produse scalare 
i1, j=1, kk=1, jk=kj=0, kiLZ-O, j-j-0. (1.23) 
Cu ajutorul acestor formule și bazindu-ne pe proprietatea de distribuitivitate 


a produsului scalar, putem efectua produsul scalar dintre a şi b, aplicind 
regulile alezebrei scalarilor asupra operației 


alis (ar-a yj ta ak) (bat byt bk). 
Obținem astfel, * 


Ub zbat aula ub a 
ceea ce constituie o verificare a proprietăților produsului scalar. 


„Observaţii, 1°. Lrodusul scalar al vectorului a47-Laj--d să 
pus se obține înlocuind în expresia lui d pe d, J, Ẹ respectiv prin bz, 
y Uz 


3 — Mecanica teoretică 
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2°, Dacă m este un scalar, atunci 


(ma)ba(mb)— m(ai). 


În special, pentru m=—1 avem 
(79)b—a( — 5) — (ab). 


3°. Dacă vectorii a si b au ambii o aceeași direcţie, atunci ei pot fi 
priviţi ca nişte scalari, iar produsul lor scalar devine un produs obișnuit 
dintre scalari. Din acest punct de vedere, se poate spune că și produsul 
scalar, ca $i produsul dintre un scalar si un vector, poate fi privit ca o gene- 
ralizare a produsului din algebra scalarilor. 

4. Relaţiile (1.23) ne arată că produsul scalar nu ne permite să pri- 
vim vectorul v—v;i--vyj4-v;k oarecare ca fiind un număr hipercomplex 
în înțelesul obișnuit din Algebră, deoarece produsul scalar a doi vectori 
nu mai este un vector. 

Aplicaţii. 1°. Se dau vectorii a-—i--2j4-4k, b—2i--3j —2£. Să 
se calculeze produsul scalar ab. 

Avem 

ab—2--6 —8—0. 


Observám cá vectorii sint perpendiculari, 
2. Să se simplifice expresia 


E=(a (0040-00-40. 
Se desfac parantezele, se reduc termenii asemenea şi se obține 
E=a24+ b2? —(ab-+bc+ca) , 
$ 8. Produsul vectorial sau produsul exterior a doi vectori. Se definește 


Produsul vectorial al vectorului à prin vectorul 5 ca fiind un al treilea vec- 
tor c, ale cărui proiecții sînt date de expresiile 
Cz=aybz—4ā zby; cy—a zbz—aāzbz, Cz—a4by —a ybg. (1.24) 
, Operația se numește înmulțire sau multiplicare vectorială şi se notează 
prin 
d xb=c (1.25) 
Vectorul c se numeşte produsul vectorial sau exterior al vectorilor à şi b 
aceștia fiind factorii produsului. 
Pentru ca definiţia produsului vectorial să aibă un sens, va trebui 
ca numerele cz, cy, Cz, date de formulele (1.24), să fie susceptibile de a 
reprezenta un vector, Proprietatea aceasta a lor se poate arăta cu ajutorul 
formulelor (1,10) aplicate expresiilor a 
Servindu-ne de relațiile (111) 
vom găsi că între expresiile 


yb, —à ;by, azbe—agbz, aby —avb,. 
dintre «, Bj, v, şi făcînd un calcul simplu 


apbu aa by, aab aybu o 0abyaybue 
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şi expresiile (1.24) există relaţiile de transformare (1.10). Am însemnat 
CU aa, dy Da ceea ce devin cantităţile az, ay, ..., bz prin transfor- 
mările (1.10). Y 

Se constată din formulele (1.10) că proiecţiile cz, cy, cz ale vectoru- 
lui € sînt determinanfii minori de ordinul al doilea ai matricii 


Az dy az 
b; by b. 


Punind vectorul c sub forma 


c—i(ayb z—a zby) -jla sb —a b ;) J-k(azby —ayba), (1.26) 
observăm că el poate fi considerat egal cu determinantul 


ibi QE 
c=| az ay d; |, (1.27) 
BS byth 


dezvoltat după elementele primei linii. 

Produsul vectorial a doi vectori 4 şi b fiind un vector c, rezultă cá 
la o schimbare (1.9) a axelor de coordonate, vectorul c nu-şi schimbă nici 
lungimea nici poziţia faţă de figura geometrică alcătuită de vectorii a, b. 
Această observaţie ne dă dreptul să luăm un sistem particular de axe, astfel 
ca expresia vectorului c prin proiecţiile sale să apară mai simplă şi, deci, 
calculul elementelor geometrice ale vectorului să fie sensibil uşurat. Vom 


lua suportul vectorului a drept axă Ox şi anume, astfel încît vectorul b 
să fie situat în planul xOy în partea y>0 a planului; axa Ox va fi astfel 
univoc determinată. Faţă de aceste axe vom avea 


ay=a2=b2=0, az>0, by>0. 
Formulele (1.24) ne vor da 
Cz=0, cy=0, ce=azby>0. 


Rezultă că vectorul ¢ este dirijat în sensul pozitiv al axei Oz. Observind 
relaţiile evidente 


- Y gmi 
ag-|a|, by=|0| sin (a, 0), 
pentru valoarea |c|-c a vectorului 6, vom obţine 
x inm £m 
- [clela] |T] sin (a, à). a (1.23) 
Deducem următoarea regulă intrinsecă pentru determinarea produsului vec- 


torial c dintre vectorii a, Ù; 
Produsul vectorial c dintre vectorii a şi Ù este un vector de modul 


viiei aM, ^ NE:S ; A - pe 
lal lv | sin (a, b), normal pe ambii factori $i dirijat astfel, incit triedrul a, b, € 


3 
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să fie drept, adică rotația vectorului a în planul (a, 0) cu un unghi egal cel mult — 


cu m pentru a-l suprapune peste d, să coincidd ca sens cu sensul pozitiv de 
rotație în jurul axei € (sensul drept). 

Formula (1.28) este susceptibilă de o interpretare geometrică de care 
ne vom folosi adesea: valoarea absolută a produsului vectorial c este egală 


cu aria paralelogramului construit pe cei doi vectori à, b, sau cu dublul ariei 
triunghiului construit cu cei doi vectori, 


Proprietăţi. Din relațiile (1.24) se deduc identitățile 
a x(—b) 5: —a) xb- (a x0), 
sau, mai general, S. A an HR 
aX (m) — (m a) x b m (ax), 
m fiind un scalar oarecare. 
Apoi, T 
a xb- —(b xa). 
Așadar, produsul vectorial mu este comutativ; el îşi schimbă semnul cind 


schimbăm ordinea factorilor. Din cauza aceasta se zice că produsul vectorial 
este anticomutativ. 


Dacă cei doi factori au aceeași direcție, atunci din (1.27) deducem că 
Produsul vectorial este nul. De altfel, condiția necesară ca un produs vectorial 
a doi vectori (40) să fie nul, este ca ei sá aibă aceeași direcţie. În particular, 
avem c 

a Xa-0. 

În limbaj algebric se spune cá produsul vectorial permite existența 
unor divizori ai lui zero. 

Vom observa si identitățile 

4X0—0xa—0, | 0x0—0. 
Cu versorii axelor vom putea forma produsele 
`- ixi=0, jxj20, ExE=0, 
jxk-—Üxj5 xi xi, Pxp2-pxi-k 


Deoarece proiecţiile produsului vectorial sint funcţii liniare, omogene 
faţă de proiecţiile factorilor, rezultă că operaţia este distributivă 


f a X (0-0) à x543 xc. 
Cu ajutorul acestei proprietăţi și a relaţiilor (1.24) putem dezvolta 
produsul vectgríal dintre à și D, pus sub forma 
(otrava) X (bat 074-4), 
pentru a obţine expresia (1,26) ca o verificare a proprietăților găsite, 


~ Observa i ie, Relaţiile (1.29) ne dau produsul versorilor iutre 
ei doi cîte doi, sub forma pe care o fntilnim la numerele hipercomplexe 
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din Algebră, Am văzut cá vectorul nu poate fi privit ca un număr hiper- 
complex față de operaţia produsului scalar, deoarece acesta schimbă tipul 
factorilor: din doi vectori se obține un scalar. Produsul vectorial menține 
tipul factorilor, adică din doi vectori se obține tot un vector prin produsul 
vectorial, Însă nici acest produs nu îngădăie identificarea vectorului cu 
un număr hipercomplex, așa cum este el definit în Algebră, deoarece pro- 
dusul vectorial nu este asociativ. Într-adevăr, avem de pildă 


XX) x&- —, 
(ixi) X7=0. 
Această constatare nu ne va împiedica totuşi de a dezvolta consecvent 
o Algebră a vectorilor bazată atît pe produsul scalar a doi vectori cât şi 


pe produsul vectorial. Ea nu va fi, desigur, o Algebră de numere hipercom- 
plexe, însă va putea întrebuința cu folos expresia hipercomplexá a vectorului. 


Expresia unui vector a cu ajutorul unui vector normal b. Ca aplicaţii 
ne propunem să arătăm că dacă doi vectori a, b sînt ortogonali, atunci 


se poate determina un al treilea vector, c, astfel încît să avem 
E a=b xc. 
Vom arătaj mai întîi că dacă am determinat un astfel de vector c vom 


putea gási o infinitate. Într-adevăr, fie ce vectorul care satisface relația 
precedentă. Atunci soluția generală c va fi dată de ecuația 


bxc—b xe 
sau incá 3s 
bx (c—6) —0, 
relaţie satisfăcută dacă vectorul o —7, are direcția lui b, adică dacă 
c= Ab, 


? fiind un scalar arbitrar. Am demonstrat astfel că dacă putem determina 
un vector &, putem determina o infinitate de vectori care să satisfacă 
relația a=b xc. 

Pentru a găsi valoarea particulară cy nu avem decit să luăm un vec- 
tor c, normal atît pe a cît şi pe D, așa fel ca triedrul a, 5, € să fie drept, 


valoarea absolută a lui To fiind egală cu il „Se verifică imediat cà c, 
corespunde condiției c AN 
a=b Xeo. 
Aplicaţii. 3' $e dau vectorii 


a--1—5j4-9b, b —18 1-25 j--30 E, 68 [—920 j4-6 Ñ. 


> Ri STR ai ca tdi 
Să se calculeze produsele vectoriale axă, bxc, c Xa şi să se arate 
că vectorii a, b, c se găsesc în același plan. . 
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Avem 21's 
ij k - " 
weaxl-| 1—5 9/5—9751—1057-—507. 
—15 25 30 


Analog obținem 
Va xc=750 74-330 J-41-100 X, 


V,—6 Xa+ —150 /—66 j—20 i. 
Se observă cá 


şi deci vectorii 7,, v, si v, sint paraleli, iar a, D, c sînt coplanari. 

4. Să se simplifice expresia 

E- (a2) x (44-6) 4-026) x (04-2) (64-2) x (6-9). 
Se desfac parantezele si se obține 
E=a xc4-b xap xbi 
$ 9. Produs mixt. Expresia 
a (0 xc) 

reprezintá produsul scalar dintre vectori 


şi se numesrte produs mixt al vectorilor 
4, b, c sînt respectiv 


b xc. Este evident un scalar 
6, 


ia şi 
4, b, c. Dacá proiectiile vectorilor 


da, Ay, dz, bz, by, bz, Cz, Cy, Cz, 
atunci, potrivit formulei (1.26), 


Uxc= 


óe Cy Ca 
şi produsul scalar a(Î xc) se va putea scrie: 


d dy az 
Wxje|^s dy dal, 


Cxe Cy Ca 


Sub această formă se vede imediat cá, jinind seama de proprietățile 
elementare ale determinațiilor, putem înterverti ordinea operațiilor de 


înmulţire scalară şi vectorială fără ca valoarea produsului mixt să se schimbe 
adică avem identitatea 


(1.30) 


(a x je xj. (1.31) 
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Vom însemna produsul acesta mixt cu (a, b, c) sau simplu (abc). Este 
evidentcă prin această notație nu se produce nici o ambiguitate grație identităţii 
(1.31). Mai mult, cele trei probleme mixte, (a, b, c), (e, a, b, (b, c, a). 
obfinute prin permutări circulare, sint egale între ele. Pe de altă parte, 
avem (a, d, = —(a, c, b), încât se vede că cele şase produse mixte ce se 


pot forma cu trei vectori (a, b, C) au toate aceeaşi valoare absolută, trei 
fiind de un senin și celelalte trei de 


semn contrar, 
Relația (1.30) conduce la o in- 
[4 


terpretare geometricá interesantá si 
anume: valoarea absolută a produsului 
mixt este egală cu de șase ori volumul 
tetraedrului construit pe cei trei vectori 
ca muchii, sau cu volumul paraleli- 


pipedului construit pe aceeași vectori 
(fig. 1.12), de unde vine si explicaţia 
egalităţii celor trei produse. : 


b Li 4 


Observaţii. 1°. Dacă ver- 
Fig. 1.12 


sorul vectorului a xb face un unghi 
ascuțit (<3) cu 7, atunci produsul mixt (a, b, c) este evident pozitiv. În 


acest caz, se zice că vectorii a, b, c formează, în această ordine, un sistem 
drept. În ordinea b, a, c ei vor forma un sistem sting. Aşadar, cu vectorii 
d, b, c se pot forma trei sisteme drepte si trei stîngi. 

2^. Dacă cei trei vectori a, b, c(4-0) sînt coplanari, adică paraleli cu 
un plan, atunci produsul lor mixt este nul. 

Într-adevăr, se vede că produsul b xc fiind normal pe planul vecto- 


rilor ? sí c, va fi normal și pe vectorul a. Dacă, în particular, doi dintre 
cei trei vectori sînt coliniari (adică au aceeași direcție), atunci produsul 


lor mixt este mul. Reciproc, dacă produsul mixt (à, b, c) este nul, vectorii 
Z, b, c sînt coplanari, Mai întîi cazul cînd unul din vectori este nul verifică, 
evident, proprietatea, Dacă nici unul nu este nul, însă dacă toţi trei sint 
coliniari, adică au aceeaşi direcţie, proprietatea este iarăşi verificată. 
Ín fine, dacă D şi c nu au aceeaşi direcţie, produsul b xc este diferit de 
zero, Pentru ca produsul său scalar prin à să fie nul, trebuie ca a să fie nor- 
mal pe 7 «c, adică să fie paralel cu planul (D, v). 

Putem deci enunja următoarea proprietate: 

Condiţia necesară i. suficientă ca trei vectori a, b, © să fie coplanari 
este ca produsul lor mixt să fie mul, 
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Tinfnd seama de expresia (1.30) a produsului mixt, condiţia necesară 
şi suficientă ca trei vectori să fie coplanari se poate pune sub forma 


az ay az 
b. by be | =0. (1.32) 
Ce cy rA 


3°. Folosind regula obișnuită de ridicare la pătrat a unui determinant, 
deducem din (1.30) formula 


aa ad ac 
(abo)— | ba 25 de |. (1.33) 
ca cc 


Determinantul din membrul al doilea este cunoscut sub numele de deter- 
minantul lui Gramm. 


Aplicaţie, 5°. Sá se calculeze produsul mixt (abc) pentru 


a=i+2j+ 3k, D —21.4-3j- 45, T=3 i-LAj-5k. 
Avem 
l 1 2 3 
(abc) — 2 3 4| —0. 
i 3 4 5 


Rezultatul se explică prin faptul că vectorii 4, b; c sint coplanari. 
Într-adevăr, 


c= —a-4-2b. . 
$ 10. Produs dublu. Produsul a x(b xc) format cu trei vectori u, b.c 


trebuie înţeles în felul următor: se face mai întîi produsul vectorial 5 xc 


şi apoi produsul vectorial al acestuia prin a. Operația se numește produs 
dublu vectorial sau numai produs dublu. Formula care se foloseşte de obicei 
pentru expresia acestui produs este 


à x (b xc) — b(ac) clad), (1.34) 
numită „formula produsului dublu”. Ea arată că acest produs este un vector 
situat în planul vectorilor b, c, ceea ce era evident şi fără această formulă, 
deoarece vectorul a X(b xc) fiind normal pe vectorul $ Xe, adică pe normala 
planului format de b şi c, se va găsi în planul vectorilor 5, c. 

Demonstrația formulei se poate face efectuind proiecţiile ei pe cele 
trei axe de coordonate și constatind că astfel se obţin trei identități. Pe 
axa Ox, expresia din stînga va avea proiecția 

dy(bzcy—buta) —a a(b ies — bac), 
iar cea din dreapta 


ba(asca-aycy--a zta) —Cala zbat ayby--a zb). 
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Cele două expresii sint, evident, identice. Cum axa Ox nu are o poziţie 
specială față de vectorii a, b, c, rezultă că și proiecţiile pe celelalte două 
axe (pe Oy si 02) conduc la identități. Formula este demonstrată. E 

Observaţii. 1°. Produsul (a xb) xc este egal cu —cx(4 xi), 
deci poate fi calculat după regula obișnuită 

(a x0) xc= —a(bc) 4- b(ac). 

Este evident că, în genere, produsul à x(b xc) va fi diferit de (a xb) xc, 
adică produsul vectorial nu este asociativ. 

2. Formula (1.34) a produsului dublu ne dă identitatea 


a x (b xc) 4-5 x (e xa) e x (a xb) =0. (1.35) 


3°. Cu ajutorul formulelor (1.31) si (1.34) se pot deduce, fără nici 
o dificultate, formulele A 


(a xb) (c xd) —a[b x(c xd) ] (ac) (bd) —(aå) (bc) 
(a xb) x(c xà) — (dac) 6 — (dbc)a— (dab)c — (cab)d | 


(1.36) 


Din ultima identitate se deduce 
(a52jà-— (dica ^- (tajd + (7757. (1.87) 
Aplicaţie. 6°. Se dau vectorii a, b, c orientaţi respectiv după 
muchiile VA, VB, VC ale unui tetraedru regulat VABC avind muchia 


egală cu |. Să se arate că dublul produs vectorial a x(b xc) este un vector 
paralel cu BC. EER Il NO xL 
Să notăm a—X,VA, b—2AX,VB, c—2A,VC. Avem 


deci 


Rezultă că vectorii d si CB sint paraleli, iar 


[a get st 


$ 11; Deseompunerea unui veetor după direefii date, Adunarea vecto- 
rilor d,, Tg, s, du este tot una cu compunerea lor într-o rezultantă. Ope- 
rajía compunerii a # vectori Ti Ga ses dim Într-o rezultantă € este totdea- 
una posibilă și numai într-un singur fel, 

Să considerăm acum operaţia inversă, Ni se dă vectorul £ şi se cere 


„să se determine vectorii 4j, da, s» dn à căror sumă să fie c, Această problemă 
prezintă, în general, un mare grad de nedeterininare, Pentru a limita nede- 
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terminarea, vom presupune că direcțiile componentelor 4, dg, ..., ansint date, 
Se cere, deci, să se descompună vectorul c în n componente după direcțiile date, 

Fie 44 versorul vectorului a (i=1, 2, ..., n). Însemnînd cu 4, valoarea 
scalară a vectorului a,, putem scrie 


4494, t4. 


Problema descompunerii vectorului c în componente 


după direcțiile 
date u; se reduce la rezolvarea ecuaţiei 


c=a -Hazi a antn, 


in care scalarii a, trebuie considerați necunoscuţi, iar vectorii c, m cunoscuţi, 
Proiectind ecuaţia pe cele trei axe de coordonate, obținem 


Cz 4 Agtaz "+a nttnz, 

Cy Myt ayt: Hanny, 

Oz A zd 031 z- 7 a z, 

unde am însemnat cu tz, Uy, Uiz proiecţiile vectorului zu, pe axe. Avem 

astfel un sistem de trei ecuații liniare cu n necunoscute scalare a,, az, 
Cazul n=1. Ecuațiile precedente se reduc la 


E 


Cz—dügbhz, Cy=Atiy, C za Zs 
de unde se vede cá problema nu este posibilă decît cu condiția ca 


Ca 


PR 
"am Cay Vaz 
care e tot una cu condiţia ca vectorii c şi 44 să fie coliniari. 


Dacă această 
condiţie este îndeplinită, atunci problema are o soluție unică 


; anume 


Se vede geometric că vectorul a trebuie să fie egal cu c. 
Cazul n=2. Ecuațiile în a, devin 


Ca™=aMizt aaz, Cu Sătiuy-băgttau, Cz 


US zf ss s. 
Sistemul de trei ecuaţii cu două necunoscute nu are soluţie decit dacă 


Ca Ma Maz 
Cy fy Way | =0, 
Ca Ma tyz 


Presupunínd că cel pi in unul dintre cei trei determinanfi de ordinul 
al doilea formați cu coeficienții necunoscutelor este diferit de zero, vom 
putea determina necunoscutele a,, a,, folosind cele două ecuații corespun- 
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zătoare determinantului diferit de zero. Dacă însă această a doua condiţie 
nu este îndeplinită, adică dacă toţi cei trei determinanfi de ordinul al doilea 
sint huli, atunci vectorii sint coliniari, iar problema se reduce la cazul 
s —1 studiat anterior. 
Geometric problema descompunerii vectorului c în două componente 
4, şi ae revine la a construi un paralelogram căruia i se cunosc diagonala 
şi direcțiile laturilor. 
Cazul n—3. Pentru n=3 relaţiile in a; vor fi 
Cg Atta agr +H azr, 


Cy pM y T agy Fazy, 


Cz dytlag + dito zl agaz. 


Presupunind cá este îndeplinită condiţia 


Mim tag Tz " 
uy -Ugy Hsy| FO 
Miz Uaz — Haz 


ecuaţiile considerate vor admite un sistem unic de soluţii q,, 42, 45; cu alte 
u nu sînt coplanari, problema descompunerii 
luție. Geometric, problema 
sc diagonala si direcțiile 


cuvinte, dacă vectorii ua, Tg, Ug 
vectorului c în trei componente are o singură so 
zevine la a construi un paralelipiped căruia i se cuno: 
laturilor. 

Dacă determinantul de mai înainte este nu 
tori 44, Ma, Uz sint coplanari, atunci problema nu este posibilă decît dacă 
şi c este coplanar cu a, Ta, Ta. În acest caz, dacă am considera numai 
vectorii t, dig, făcînd abstracţie de cel de-al treilea, ils, am da peste cazul 
n=2; prin urmare, vectorul € ar putea fi descompus, în general, într-un 
singur fel după direcţiile 1, Ua; adáugind la această soluție si un vector 
arbitrar din lungul lui 4, și înlocuindu-l apoi prin componentele sale după 
direcțiile 2, Wz, problema capătă o infinitate de soluții. Dacă doi sau toţi trei 
vectorii 04, Wy up sînt coliniari, problema revine la cazurile n=2 
sau n=], 

Cazul n 23, După cum se știe din teoria ecuațiilor liniare, acest caz 
conduce la nedeterminare satt incompatibilitate, Dacă există cel puţin trei 
vectori Ñ care să nu fie coplanari, avem nedeterminare; problema comportă 
con? soluţii, În cazul contrar, toţi vectorii i, ar fi coplanari, astiel încît 
(ca şi în cazul n=2) problema nu-i posibilă decit dacă si € este coplanar 
cu vectorii 14,, cind avem, evident, iarăși nedeterminare (0973 soluţii). Pentru 
cazul cu totul special cînd vectorii wi, ar fi coliuiari, problema nu ar fi posi- 
bilă decit dacă c are direcţia comună cu îi; rezultă o nedeterminare de ordi- 


nul n —1 (027 soluţii), 


1, adică dacă cei trei vec- 


w = ERETI -| 
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€. MOMENTE 


$ 12. Momentul unui veetor în raport eu un punet, Sá considerăm 
un vector legat a cu originea în A şi un punct oarecare O. (fig. 1.13). 


Produsul vectorial VA xa se numește momentul vectorului în raport 
cu punctul O şi se notează cu 
Ma=04 xa. 

-Vom privi simbolul 90 ca un ,operator" 
aplicat vectorului æ, aga încît momentul vecto- 
rului a apare ca rezultatul operaţiei efectuate 
asupra lui a. 

Din formula care precede, se deduce că mo- 
mentul vectorului a în raport cu O este un vector 
perpendicular pe planul OA B, dirijat astfel, încît 
rotația indicată de vectorul a față de O să se facă 
în sens pozitiv în jurul vectorului moment. Punc- 

Fig. 1.13 ` tul O se numeşte originea sau polul momentului. 
Din înşăşi definiția momentului deducem: 

Conditia necesară şi suficientă ca momentul unui vector în raport cu un 
punct să fie nul este ca polul momentului să se găsească pe suportul vectorului. 

Notatii. Vom nota în cele ce urmează cu M-,operatorul”. moment. 
Cind va fi necesar se va indica si polul momentului printr-un indice; 2 
exemplu Mo înseamnă „momentul față de polul 0”. Vom folosi adeseori 
simbolul M pentru a desemna „vectorul moment”. De pildă Jf — Ma. 

Reprezentarea geometrică a momentului. Momentul, fiind produsul vec- 
torial dintre doi vectori, este egal în valoare absolută cu aria paralelogra- 
mului construit pe cei doi vectori sau cu dublul ariei triunghiului 0.15 
construit cu ajutorul vectorului si al originii O a momentului. Astfel, se 
deduce, pe altă cale, condiția necesară gi suficientă enunțată mai înainte 
ca momentul să fie nul. 

Ne vom ocupa acum de variația momentului: 

a) cînd schimbăm punctul de aplicaţie al vectorului; 

b) cînd schimbăm polul momentului. . 

a) Schimbarea punctului de aplicație, Dacă mutăm punctul de apli- 
cafie al vectorului a, din A într-un punct oarecare 44^ (fig. 1.14) atunci mo- 
mentul devine 


DA' x 4-021 xap AA! x d, (1.38) 
adică, însemnînd eu JA momentul vectorului à eu punctul de aplicaţie in 4 
şi cu l’ momentul aceluiași vector avînd însă punctul de aplicație iu 4”, 


vom avea Ue Ns E: 
JU LC AR x a. (1.39) 


Scanned with CamScanner 


l^ NOTIUNI DE CALCUL VECTORIAL 45 


Din această formulă deducem că prin mutarea punctului de aplicație 
al vectorului a din A în A’, momentului JA faţă de O i se adaugă vectorul 


JA’ xa care poate fi considerat ca momentul vectorului 4 cu punctul de 
aplicaţie în A” faţă de vechiul punct de aplicație A. Pentru ca momentul 


să nu se schimbe (= JL) trebuie să avem 
AA' x a—0, 


adică trebuie ca A’ să se afle pe suportul vectorului AB(=a). Deducem: 


8 


Fig. 1.14 US Fig. 1.15 


Momentul unui vector AB (=a) se schimbă dacă-i mutăm punctul de 

scu d din A în A”, afară de cazul cînd A" s-ar afla pe suportul vectorului. 

n consecință, putem defini momentul unui vector alunecător ca fiind 
momentul vectorului luat într-o poziţie oarecare a sa pe suport. 

Așadar, operatorul „moment” are un înțeles bine determinat, atît 
pentru vectorul /egat cît și pentru vectorul alunecător. Dimpotrivă, momen- 
tul unui vector liber nu are un înțeles determinat. De aceea nu vom con- 
sidera decît momente de vectori legați și de vectori alunecători. 

b) Schimbarea originii momentului. Dacă se mută acum polul momen- 
tului din O în O’ (fig.1.15), avem 


9)94—0'A xa=0'0 xa+0A xa=0"0 xa--90o4, (1.40) 


adică momentul unui vector a în vapori cu un. punct O’ este egal cu momentul 
vectorului a în vapori, cu O, la care se adaugă momentul în raport cu O* al 
aceluiaşi vector a, considerat însă cu originea în O. i 

Pentru ca momentul să nu se schimbe, va trebui ca produsul 0'0 xa 
să fie nul, Lásind la o parte cazurile fără interes a0 şi 0'0=0, deducem: 

Pentru ca momentul să rămînă neschimbat, cînd se schimbă golul momen- 
telor, esle necesar și suficient ca polul O sd se mute pe direcția vectorului a. 

Aplicații, 7. Expresia momentului in funcție de proiecţiile 
sale pe trei axe ortogonale se poate serie imediat, Dacă O este originea axe- 
lor, 7 vectorul de poziţie al punctului A de coordonate x, y, 2 Şi dz, dy; dz 
proiecţiile vectorului d, vom avea 


Moa=} XI = (yay —z4y)i (2a —aa3) j+ (vay —ya BE (1.41) 
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8°. Dacă originea O a momentului nu coincide cu originea O, a axelor 
de coordonate (fig. 1.16), ci are coordonatele Xo, Yor 29, expresia momen- 
tului devine 


Moa=04 xa= [(y —y)a ;—( zo) yli-- [(2 —2)az — (x —x,)a 21 
+ [o —)ay — (o —» az]. (1.42) 


Observaţii. 1*. Momentele a doi 

. vectori egali, de sens opus şi avind acelaşi 

suport, sînt egale și de sens opus. Proprietatea 

rezultă imediat din definiţia momentului, 

2°. Momentul rezullantei mai multor 

"y vectori concurenți este egal cu suma momente- 

lor componentelor (teorema lui Varignon). 

Proprietatea este o consecință a distributi- 
vitáfii produsului vectorial. 

13. Momentul unui vector în raport 

Miss euo 2i Am vázut la $ 12 cá dacá se schitubá 

00 v ^ polul momentelor din O in O' , avem re- 

lagia (1.40) 
Mora= 9 ga--O"O xa. 


AGaz) 


Fig. 1.16 


Să considerăm axa 0'0(=A) avînd sensul versorului u (fig. 1.17) şi să facem 
proiecția egalității precedente pe această axă. Fiindcă produsul O'O xa este 
normal pe axă, vom avea 

PraMoa=pra Moa. 


Proiecția pe o axă a momentului unui vector à faţă de un Punct O al 
axei, are o valoare independentă de poziția lui O pe axă. 
ă, se va putea scrie 
Pra Moa=u(Moa)=u(0A xa)=(u, 04,3). 
‘Aşadar, produsul mixt (u, OA, a) nu depinde de poziția punctului O 
pe axă, El poartă numele de momentul vectorului a față de axa A, notindu-se 
^ uec bet CA Y 
Maa=(u, OA, a). (1.43) 
Mărimea Ma & este pozitivă sau negativá, dupá cum sistemul de vectori 
* neon 
u, OA, a 
este drept sau sting (Observaţia 1° de la $9), adică după cum 4 are un 
sens de rotaţie de la dreapta la stînga în raport cu 5 sau invers, de la 


stînga la dreapta, De aici deducem că momentul lui a in raport cu Oz 


este pozitiv sau negativ, după cum vectorul à arată tendința unei rotații 
spre stînga sau spre dreapta faţă de axa A. 
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Observații P.Fie P un plan perpendicular pe axa A în 
punctul O' (fig. 1.18), «' proiecția vectorului a pe planul P, A’ si B’ 
proiecţiile punctelor A si B, respectiv pe planul P(AB=a, A'B'—a'). 
Vom avea evident 


04 —00'--0'À4'--A'4, a=A4'+a'4+b'B. 


LII 


Fig. 1.17 Fig. 1.18 


înlocuind pe OA si a din expresia (u, OA, a) prin valorile de mai înainte 
şi observind că vectorii OO', AA' si BB’ ne dau produse vectoriale nule 
cu 4, obținem 
(n, OA, a) (u, O'A', a) —u(O'A' xa). 

Insă produsul D'A'xa este momentul vectorului a” faţă de O'; el 
este dirijat normal pe planul P. Rezultă de aici următoarea proprietate: 

Momentul vectorului à Jală de axa A este egal cu momentul proiecției 
vectorului d pe un plan perpendicular pe A, luat în raport cu. punctul O' 
unde A înțeapă planul P. 

2, Fie 0,4, (fig. 1.18) perpendiculara comună dintre axa A şi supor- 
tul D al vectorului a, și fie Q planul format de A si de dreapta D' dusă 
prin Oy, paralel la D. Se vede că dreapta 0,4, este normală la Q, încît 


Mo, a este un vector conținut în planul Q, Să însemnăm cu 0 unghiul 
dintre D’ şi A, Atunci i^ 0 va fi'unghiul dintre vectorul Moa şi axa A, 


deci proiecția acestui moment pe axa A, în valoare absolută, va fi egală 
cu valoarea sa absolută înmulțită cu sin 0, adică cu ad sin 0; însemnînd 
cu d distanța O,4,. Aşadar, valoarea absolută a momentului unui vector 
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față de o axă oarecare este egală cu lungimea vectorului înmulțită cu distanţa 
dintre vector $i axă și cu sinusul unghiului dintre vector şi axă, 

Acest moment va fi pozitiv sau negativ, după cum va avea tendinţa 
unei rotații spre dreapta sau spre stinga faţă de axa A, așa cum s-a sta. 
bilit mai înainte. 

Rezultă că, dacă momentul unui vector faţă de axa A este egal cu 
zero, atunci suportul vectorului sau intilneste axa A (d—0) sau este paralel 
cu axa A (0=0, 0—z). Aceste două condiţii se pot concentra astfel: 

Condiţia necesară și suficientă ca momentul unui vector în raport cu 
o axă să fie egal cu zero este ca vectorul să se găsească în acelaşi plan cu axa, 

3. Am găsit mai înainte relațiile (1.41) care dau proiecţiile momen- 
tului Moa pe cele trei axe de coordonate Ox, Oy, Oz. Din cele ce preced 


rezultă că aceste expresii vor fi tocmai momentele vectorului a față de 
axe, adică vom avea 


Moză = ya; —zay, 9toya— za; —x4,, Moza=xay —yaz. (1.4) 


$ M. Coordonatele unui vector alunecător. Torsor. Fie F un vector 
alunecător pe dreapta D (fig. 1.19), proiecţiile sale pe cele trei axe de 
coordonate fiind X, Y, Z. Se infe- 
lege cá numerele X, Y,Z nu sint in 
stare ele singure să determine vec- 
torul alunecátor F. 

Fie 7 (x,y,z), vectorul de poziție 
al punctului A de aplicație al vecto- 
rului F. Dacă însemnăm cu L,M,N 
proiecţiile pe axele de coordonate ale 
momentului JI al vectorului F față 


de originea O a axelor de coordonate, 
vom avea * 


L—yZ—i;Y, 
Fig. 1.19 M=ză —aZ, (1.45) 
N-xY—yX. 
Se vede că între X, Y, Z, L, M şi N există relația 
LX--MY--NZ-0, (1.46) 


care arată că produsul scalar F. JI este nul, ceea ce de altfel este evident, 


fără nici un calcul, deoarece factorii F si ZI ai produsului F.M sint 
ortogonali. 


Reciproc, dacă ni se dau doi vectori R(X, Y, Z) si Ji (L, M, N) 
perpendiculari între ei, (A fiind diferit de zero, atuuci există un vector 
alunecátor P și numai unul, egal cu 72 $i avînd momentul M față de O, 


T=, 
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Rămine să-i determinăm vectorul de poziţie 7 al punctului de apli- 
cajie; așadar să determinăm pe 7 din ecuaţia 
M=rxE, (1.47) 
Multiplicind vectorial această relaţie, cu i la stînga, obținem 
FxJl-Fx(rxE), 
sau încă 
Fx MF (Fr), (1.48) 
conform formulei produsului dublu vectorial. Vom pune pentru 7 condiția 
suplimentară de a fi normal pe F, adică 
Fr=0. ` (1.49) 
În acest caz, relația (1.48) devine 
A FXA=7F2, 
insemnind cu z, valoarea particulară a vectorului 7 corespunzătoare con- 
diției suplimentare (1.49). Deducem 


s FM 
ToS pai $ 


(1.50) 


Vectorul 7 astfel obținut este o soluție particulară a ecuației (1.47). Vom 
avea, deci, 


VETE (1.51) 
Scăzind membru cu membru relațiile (1.47) şi (1.51) obținem 
0—(—7)xF, 
de unde deducem Mr MS 
rotit, (1.52) 


1 fiind o mărime scalară arbitrară. 

Expresia- (1.52) a lui 7 este cea mai generală soluție a ecuației (1.47), 
după cum se arată la $ 8. Ea exprimă proprietatea că locul punctelor 
care au vectorul de poziţie 7 dat de relaţia (1.52) este dreapta D trecînd 
prin punctul determinat 7, $i fiind paralelă cu F. 

Dreapta D va fi suportul vectorului alunecător F. Rezultă că vec- 
torul alunecător F este determinat prin cele șase mărimi X, Y, Z, L, M,N, 
între care există relația (1.46) si dintre care primele trei nu sint toate nule, 
Ele mai poartă numele de coordonatele Plücker ale vectorului alunecător F. 

Din cele ce preced, deducem că perechea de vectori (Q, Jit caracte- 
rizeazá un vector alunecátor F. Vom numi acest complex de doi vectori 
lorsorul în O al vectorului alunecdtor şi-l vom însemna 

sF sau TF, 
privind simbolul sau 7 ca un operator aplicat vectorului F. Se mai spune 
că am făcut ,reducerea" vectorului F iu O, Produsul scalar @ Mt se numeşte 


4 — Mecanica teoretică 
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scalarul torsorului, încît putem spune cá scalarul torsorului unut vector 
alunecător este nul. 

Observaţie. Din cele ce preced rezultă că torsorul defineşte 
perfect un vector alunecãior, în sensul că, dacă se cunoaște torsorul unuj 
astfel de vector, se pot determina proiecţiile vectorului si suportul său, 
Însă torsorul nu poate determina un vector legat, Într-adevăr, determinarea 
unui vector legat implică cunoaşterea a sase parametri scalari independenți 
între ei, pe cînd torsorul unui vector alunecător nu implică decit cinci 
parametri scalari independenţi între ei. 

Este evident că torsorul unui vector liber nu are nici un înţeles, deoa- 
rece momentul unui vector liber este nedeterminat. 


$ 15. Momentul reciproc a doi vectori, Să considerăm doi vectori alu- 
necători F, şi F determinaţi respectiv prin torsorii /Q,, JI, si @,, Ml, in 0. 
Vom avea evident 


(Qi, —0, (Q,l,—0. (1.53) 
Să presupunem cá A, este punctul de aplicație al primului vector 


alunecător F, si 4, al celui de-al doilea, F, (fig. 1.20). Vom numi momentul 
reciproc al celor doi vectori alunecători, produsul mixt 


(F,, Adz, F,). (1.54) 
Observăm că această expresie își păstrează valoarea dacă mutüm punctele 
de aplicaţie A, si 4, în lungul liniilor de acțiune ale vectorilor alune- 
cátori. Într-adevăr, înlocuind in expresia (1.54) a momentului reciproc, 
x - vectorul 4,4, prin vectorul 4,4, 

1 - = De 

AA = AA A54, ÎI, 


vom observa că aportul termenilor 144, 

A si Adi în această expresie este nul. 

V Mai observám apoi cà produsul 

i Pali po P à 

MN i mixt (1.54) îşi păstrează valoarea dacă 

IN N schimbăm ordinea factorilor 

(Fo Ady F)= Fe Asu Îi). 

Aceste două proprietăţi ale expresivi 

(1,54) erau necesare pentru ca definiția 

Fig. 1.20 momentului reciproc a doi vectori alu- 

» necütori si aibă un înţeles determinat. 

În fine, mai observăm că valoarea acestui moment este egală cu 

volumul paralelipipedului construit eu cei trei vectori Fo dita Fa sau 

cu de șase ori volumul tetraedrului construit pe cei doi vectori alunecă- 

tori F, $i Fa, luat cu plus sau minus după cum sistemul de vectori, în 

ordinea precedentă constituie un sistem drept sau sting. În special, 

dacă vectorul almuecátor F, este versorul axei A, atunci momentul 


` 
* 
, 
/ 
ra 
| 
NS 
Nu 
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reciproc al vectorilor alunecători F, şi F, este chiar momentul vec- 
torului alunecător F, faţă de axa A. 

Să revenim la cazul general și să seriem în (1.54) 

A34, 4,0+04a, 

O fiind originea axelor de coordonate. Vom avea 

(Ep Ady Eye, 04, Fj)4(,, 250, F)—F, 4EM (155) 
sau încă, jinind seama de relaţiile (1.53), 

Fo Aids FEy- (FE (A+ Ma). (1.56) 

Dacă întrebuințăm notafiile. 


(Q,-Q,—(Q, A+ Ma 


şi dacă numim (2, M) torsorul rezultant al celor doi vectori, proprietatea 
exprimată prin relaţia (1.56) se poate enunfa în felul următor: 

Scalarul torsorului rezultant a doi vectori alunecátori este egal cu momen- 
tul reciproc al celor doi vectori. 

Această proprietate este susceptibilă de a fi generalizată. Fie (2,7, ) 
torsorii a n vectori alunecători (/— 1,2, :.., n). Vom avea, evident, 


(QiJlli—0 (i=1,-2, ..., n). (1.57) 
Punind 
R=}, qu, M=, Mi, (1.59) 
izl ial 


vom spune cá (@, M) este torsorul rezultant în O al vectorilor consideraţi. 
“Ținînd seama de relațiile (1.57) vom putea scrie . 


R M= Y, Bi Jt M (Ri Pat Ba Dl) (i, k=1,2, n). (1.59) 
hk 


ceca ce Înseamnă că; : i 
Scalarul torsorului rezullant a n vectori alunecători este egal cu suma 
momentelor reciproce a tuturor vectorilor luaţi doi cite doi, 


D, SISTEME DE VECTOIU 


$, 16, Dein, Vie 44 (il, 2, sea n), n puncte, fiecare fiind punctul 
de aplicație a nọ vectori vij (j= 1, 2, usa ni) Mulțimea tuturor vectorilor vij 
laolaltă constituie un sistem de vectori, Se înţelege că este îngăduit a pre- 
supune că pentru vreunul dintre punctele” 44 considerate nu există eventual 
nici un vector 7,4 care să aibă punetul de aplicaţie în Ar. 
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Vom însemna prescurtat un asemenea sistem de vectori prin (3). Vom 
nota cu ( —v) sistemul vectorilor — aplicaţi respectiv în aceleași puncte, 
Mai general, vom însemna cu (X), A fiind un scalar oarecare, sistemul 
vectorilor vu păstrînd punctele de aplicaţie. Vom conveni să întrebuințăm 
şi notația A(v) pentru a reprezenta sistemul (Av). 

Dacă sistemul (v) este aplicat în punctele A, (/—1, 2, ..., &) si (9) 
în punctele By (k—1, 2, ..., n’) unele dintre punctele A4 putînd coincide 
cu unele dintre punctele By, atunci sistemul (v^?) compus din toți vectorii 
sistemului (v) aplicaţi în A+ și din toţi vectorii sistemului (v) aplicaţi 
în By este, prin definiție, suma celor două sisteme (v) şi (v). Vom scrie 

(+= (1.50) 
Înţelesul pe care-l asumă semnul — în această relație este acela al unei 
identități. 

Operația este, evident, comutativă 


. 0 )-—(") 
si omogenă, de gradul întii _ _ _ 
ODOT) - Q^). 


Din definițiile ce preced, deducem înțelesul operaţiei 


+, 
ceea ce este tot una cu E x 
(49. 
Pentru cazul special A= —1, obținem operația. 
+r’), 
pe care convenim a o reprezenta mai simplu 
0-0). 


‘Observăm că fiecare dintre vectorii v; poate fi considerat ca uu sistem 
de vectori redus la unul singur, încât sistemul (v) compus din toţi vec- 
torii v apare ca fiind suma sistemelor (94) compuse din cite un vector vij 


9) Y, o. 


Dy) 
$ 17, Operații elementare de echivalență, Sisteme echivalente. “Dacă 
înlocuim vectorii vy(j=1, 2, +++, n), avînd topi punctul de aplicaţie în d 
rin vectorii Tep (j/—1, 2, ..., if) avînd acelaşi punct de aplicație A: 3! 


îndeplinind condiţia 
n n 


^ i 1.61) 
ex LU ( 
-1 


M 
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vom spune că sistemul (v) a fost supus la o operație elementară de echi- 
valență. Semnul = nu mai reprezintă o identitate ca în relaţia (1.60), ci 
numai o „echivalență”. 

Definiția operaţiei elementare de echivalență cuprinde și cazul în 
care punctul 4; nu ar fi punctul de aplicație al vreunui vector din sis- 
temul (v), in care caz condiţia (1.61) devine 


ni 
0-Y v. (1.62) 
j=i 
Vom însemna cu o o operație oarecare elementară de echivalență. 
Operaţiile elementare de echivalență constituie un grup, deoarece 
suma a două operaţii œ+% este echivalentă cu o operație analogă w3, 
operația inversă —«, este de aceeaşi natură si, în fine, operația identică 
o=] face parte din grup. Îl vom numi grupul operaţiilor elementare şi-l 
vom însemna cu G. 
Sistem de vectori legati. Dacă toti vectorii 7, alcătuind sistemul (v) 
sînt vectori legaţi, atunci sistemul (v) se numește sistem de vectori legați. 
Fie (v un sistem de vectori legaţi care se poate deduce din siste- 
mul (v) de vectori legați supunîndu-l pe acesta la un număr de operaţii 
elementare de echivalență. Vom spune că sistemul (v") este echivalent cu 


sistemul (v) şi vom scrie 


(v)=(), (1.63) 
ceea ce este de altfel tot una cu 
=). 
Dacă, în particular, avem 
nj ` 
Y y=0, pentru /—1,2, ..., n 
jmi 


sistemul (v) va fi echivalent cu zero, 

Sistem de vectori alunecdtori, Dacă toți vectorii vj alcătuind siste- 
mul (7) sînt vectori alunecátori, atunci sistemul (v) se numeşte sistem de 
vectori alunecălori. 

Pentru sistemele de vectori alunecátori noțiunea de echivalență este 
lărgită cu o nouă operație elementară de echivalență, anume mutarea punc- 
tului de aplicaţie al unui vector oriunde în lungul suportului respectiv (alu- 
necarea vectorului pe suport), Grupul G astfel lărgit (cu alunecarea vecto- 
rului pe suport) se numește grupul lărgit al operațiilor elementare. 11 vom 
însemna cu G’, iar operațiile care îl alcătuiesc cu w’, 

În cele ce urmează nu vom considera decit aceste două categorii de 
sisteme de vectori; sisteme de vectori legați şi sisteme de vectori alunecători. 
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Aşadar, cînd vom spune sistem de vectori, vom înțelege un sistem de vec- 
tori legaţi sau un sistem de vectori alunecători, 


Proprietăţile sistemelor echivalente. 1°, Dacă (0) și (0) sînt două sisteme 
echivalente de vectori legaţi sau alunecători, 


=u) 
şi (v) un al treilea sistem, vom avea 
(9) - (0) — (9?)-- (o). 
2*. Dacă (y) este un sistem echivalent cu zero, vom avea 
H=), 
A fiind un scalar oarecare, 


3°. În cazul foarte frecvent cînd nu se cere discriminarea sistemelor 
echivalente între ele, toți vectorii vu aplicaţi aceluiași punct A4, se pot 
înlocui prin until singur, v;, astfel încît să avem 


În consecință, vom putea reprezenta totdeauna un sistem de vectori (v) 
printr-un sistem de s vectori v; aplicaţi respectiv în punctele A; (i=1, 2, ... 
+: n); se obține astfel o formă mai simplă a sistemului. (v). 


E. TRANSFORMAREA PRIN ECHIVALENTÀ A SISTEMELOR 
DE VECTORI ALUNECĂTORI 


$ 18. Reducerea la un sistem de trei vectori. Fie (©) un sistem de n 
vectori alunecători v; aplicaţi respectiv în punctele A; (i=1, 2, ..., n; n >3). 
Grupul de operații care i se aplică este G^. Sistemul (0) este un invariant 
al acestui grup, 

Ne propunem a arăta că sistemul (v) este echivalent cu un sistem 
compus din trei vectori a, b, c aplicaţi respectiv în trei puncte 0,, O,, Os 
arbitrar luate în spaţiu, îndeplinind numai condiţia de a nu fi coliniare. 
Va trebui să arătăm deci că, prin mijlocirea unor operaţii o^ apartinind 
grupului G’, sistemul (v) se transformă în sistemul alcătuit de vectorii a, 5, c. 

, Să ne fixăm atenția asupra unui anumit punct 44 si să-l unim prin 
trei drepte cu punctele 0,, Op, O,. Presupunînd că nu se află în planul 
determinat de punctele 0,, 0,, Oy, cele trei drepte 4.0, A 103, AiO; vor 
determina un unghi solid, Vectorul v, aplicat în A, va putea fi înlocuit 
prin cele trei componente ale sale din lungul muchiilor unghiului solid — 
cu o primă operaţie œ’, Însă aceste componente pot aluneca în lungul 
muchiilor-suport, astfel încît punctele lor de aplicaţie să fie respectiv 
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PI a a aaas 
0, On, 0s — 3 doua operaţie w’, Procedind la fel cu toate punctele 4j, 
vem obține în fiecare din punctele O,, Os, Os cite m componente. Însă, 
componentele din O, pot fi înlocuite prin suma lor, datorită unei ope- 
rajii œ’, tot aşa cele din O, precum si cele din 04. Rezultă că sistemul (v) 
a fost transformat în altul compus din trei vectori a, b, & aplicaţi respectiv 
în Or, On Os. 

Pentru demonstrația aceasta am presupus că A; nu se află în pla- 
nul 0, 0303. Dacă s-ar întîmpla ca A; să se afle în planul 0, 0,0;, 
atunci am muta punctul de aplicaţie al vectorului v; pe suportul său in Ai; 
deci vom putea folosi demonstrația noastră dacă Aj nu se află în pla- 
nul 0,0,0;. 

În cazul cînd şi Ať s-ar afla in acest plan, atunci vectorul v' se va 
afla în planul 0,0403, aşa că el va putea fi descompus după două 
oarecare din cele trei drepte 4:0}, 440, 4103. 


$ 19. Reducerea la un sistem de doi veetori. Vom arăta acum că 
sistemul de trei vectori alunecători a, b, c aplicaţi respectiv în O,, Oz}, O3 
este echivalent cu un altul compus din doi vectori. Într-adevăr, fie D 
intersecția planului P determinat de vectorul b și de punctul O,, cu pla- 
nul Q determinat de vectorul c şi de punctul 0,. Dreapta D va trece, evi- 
dent, prin 0,. Fie O’ un al doilea punct al dreptei D. Dreptele 0.0, şi 0,0* 
se vor afla în planul P in care se află şi vectorul b, deci acest vector va 
putea fi înlocuit prin componentele sale în lungul dreptelor 0,0, si O0". 
Aceste două componente pot însă aluneca pe suport pentru ca punctele 
lor de aplicație să ajungă în O, şi respectiv 0”, Procedind la fel cu vec- 
torul c din planul Q, ajungem să îilocuim sistemul vectorilor d, 2, c prin- 
tr-un alt sistem: trei vectori concurenți în O, şi doi în O’, Înlocuind vectorii 
concurenţi prin sumele lor, se obțin în definitiv doi vectori, unul avînd 
punctul de aplicație în O;, celălalt în 0". 


F, TORSONUL UNUL SISTEM DE VECTORI (LEGAȚI SAU ALUNECĂTORI). 
AXĂ CENTRALĂ : 


$ 20, Deliniţie, Fie (v) un sistem de vectori (legaţi sau alunecători) 
vj (71,2, e n) aplicaţi în punctele A (i551, 2, ..., n). Vom construi 
doi vectori 72, M cu ajutorul operaţiilor următoare! 


(p dee H- Drix, (1.64) 


insemnínd cu 7, vectorul de poziție al punctului A; faţă de sistemul de 
axe de coordonate cu originea în O, 

© este vectorul rezullant al sistemului, 

Al este momentul rezultant al sistemului. 
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Operația prin care am obținut acești doi vectori o numim /orsor, punctul 
O fiind originca sau polul torsorului. Vom zice cá am efectuat forsorul in,O 
al sistemului (v). mo 
Așadar, torsorul în O al sistemului (v) este vectorul dublu (2, Jl). 
Vom scrie Ne» 
5()—(, M). 


Uneori — cînd este necesar — vom indica, printr-un indice atașat simbo- 
lului 7, polul torsorului, scriind 


To) — ((, Jn). 
Ínsemnind cu sv; torsorul în O al vectorului v4, vom putea serie 
*(») =} Wy, (1.65) 


adică forsorul sistemului (v) este egal cu suma torsorilor vectorilor (vij) alcă- 
tuind sistemul (v). 

Dacă cei doi vectori @ şi M sînt nuli, se spune că torsorul în O 
al sistemului (v) este nul, ceea ce se ntîmplă, de pildă, cînd toti vectorii Viz 
sînt nuli. 

$ 21. Schimbarea originii torsorului. Dacă aplicăm torsorul in O^ ace- 
luiasi sistem (9), vectorul @ nu se va schimba, pe cînd vectorul JI va 
deveni Ml’ dat de relaţia, 


M=] xi, 
unde 7^, este vectorul de poziție al punctului A; față de O'. Dar deoarece 
7i=r: +00 
relația precedentă devine 
JI — +00 x R. (1:66) 


Formula (1.66) exprimă faptul că schimbînd originea din O in O* mo- 


mentul rezullant se mărește cu momentul față de O' al vectorului R avind 
punctul de aplicație în O. 


Observind că produsul vectorial O'O x /Q este normal pe @ ded 
din formula (1,66): i e normal pe @ deducem 


Proiechia vectorului JIU! pe (Q este egală cu proiecția vectorului JA pe @ 


sau, ținînd seama de invarianfa vectorului (g: 
Produsul scalar RJ este același oriunde am lua originea torsorului. 


„Produsul scalar RA se mai numește si scalarul torsorului ; el este deci 
un invariant al grupului de transformări care ne dau schimbarea originii. 
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Să notăm cu X, Y, Z proiecţiile vectorului (Q pe axeşi cu L, M, N 
acelea ale vectorului Mọ. Scalarul @ Ml, al torsorului va lua forma 
unui trinom 


1 Jl, -LX--MY-4-NZ, (1.67) 


din care cauzá el mai este denumit ,trinomul invariant". 

Tot din (1.66) deducem cá, mutînd originea din O în O’ torsorul 
nu se schimbă dacă 

a) vectorul rezultant este nul; 

b) originea se mută pe direcția vectorului rezultant (2. 

În special, dacă torsorul în O este nul, el va fi nul în oricare alt 
punct O'. 

$ 22. Forma minimă a torsorului. Axa centrală, Să reluám siste- 
mul (v) de vectori (legați sau alunecători) avînd torsorul în O, 


s()-(2, M). 
Vom presupune (2-0. 


Descompunind vectorul M în două componente. (fig. 1.21), una P 

după (2 si alta Q normală la 2 avem 
Ji P4 Q. 

Valoarea absolută a lui JAI este evident, (P?-|-Q9)'^. 

Am văzut la $ 20 că, mutind originea torsorului din O în O”, com- 
ponenta P nu se schimbă, astfel încât, dacă s-ar întîmpla ca în O” valoarea 
componentei Q să se anuleze, vectorul Jl ar deveni egal cu P; el ar lua, 
evident, valoarea sa minimă. Cum (Q este un invariant al grupului de 
transformări de origine (0,0”) vom putea spune că însuși torsorul =(v) isi 
ia forma minimă în O'. Valoarea scalară a momentului Mo corespunză- 
toare acestei poziţii de minimum a torsorului, va fi evident egală cu sca- 
larul ( A, divizat prin valoarea absolută a vectorului rezultant 2 


(1.68) 


“Dacă O' dă torsorului forma minimă, atunci, în virtutea propri- 
etáfii b) de la $ 19, se vede, că orice punct de pe dreapta D, paralelă la @ 
şi trecînd prin O’ luat ca origine, îi procură torsorului forma minimă. 
Se vede, de altfel, că dreapta D este locul geometric al tuturor punctelor o A 
Dreapta D se numeşte axă centrală a sistemului (v). 

Din cele ce preced, rezultă că este suficient să găsim un singur punct o 
al axei centrale pentru a o avea determinată în întregime. Acel punct O' 
il vom afla în modul indicat la $IB. Anume, pe perpendiculara 00" 
(lig. 121) pe planul (P, Q) — identic cu planul (2, M) — vom lua 


avînd această proprietate, 
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punctul 0” astfel ca distanța OÙ să fie egală cu citul dintre valorile abso- 
lute ale vectorilor Q $i (2 


Vom lua pe O' de partea care realizează un sistem drept din vec- 
torii (2, Q, 00”, în această ordine, Punctul 0” astfel determinat, înde- 
plineste condiția cerută, iar pa- 
ralela dusă prin O^ la 4 va fi, 
evident, axa centrală a sistemu- 
lui. Dacă O este originea axelor 
de coordonate, atunci se verifică 
ușor că vectorul de poziție al 
punctului O” este dat de expresia 


, (1.69) 


încît ecuația vectorială a axei 
centrale va fi 


r—rMe, (1.70) 


Fig. 121 


à fiind un parametru variabil. 


De altfel, ecuaţia precedentă poate fi pusă și sub altă formă, în care 


să nu mai apară À. Într-adevăr, multiplicind vectorial cu 72 ambii membri, 
obținem 


TX (ü—r'x(Q. (1.70 
Partea dreaptă a acestei relaţii se poate pune sub forma 


3 a A 
AR ae 


finind seama de expresia (1,70) a vectorului 7 precum si de expresia cunos- 
cută a produsului dublu, Heuafia (1.71) devine 


uan aereas D 
rx R=M =R Ee 
care este o altă formă a ecuației axei centrale, 


à (1.72) 


$ 23, KeunfHlle eartezlene alo axei centrale, Fic X, Y, Z proiecţiile 
vectorului œ pe trei axe de coordonate şi L, M, N acelea ale vectorului JA. 
Se înțelege că, dindu-ni-se sistemul v) de vectori (legaţi, respectiv 
f is v a Tespectiv alune- 
cători), mărimile X, Y, Z, L, M, pot ti presupuse cunoscute, Însem- 


a d 
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nînd cu x, y, z coordonatele unui punct curent de pe axa centrală — adică 
proiecţiile lui 7 — ecuaţia (1.72) proiectată pe axele de coordonate ne dă 


zY —yZ--L—kX, 
xZ —:X--M-—kY, (1.73) 
yX —xY--N-—hZ, 
unde 
LX+MY+NZ 
= (1.74) 


Ecuațiile (1.73) nu sînt independente între ele, ceea ce se vede imediat 
multiplicîndu-le respectiv cu X, Y, Z si adunindu-le. Ele se reduc la două 
ecuafii, care se pot pune sub forma 


2Y—yZ4+L xZ—zX4M  yX—áaY4N 135 

= š .75 

X Y Z (1.75) 

Acestea sînt ecuațiile axei centrale în coordonate carteziene. Valoarea 
comună a raporturilor este œ. i 


$ 24. Torsorul este un invariant. Să observăm că o operaţie o” lasă 
neschimbafi vectorii @ si M. Deducem: 
Torsorul este un invariant al grupului lărgit G'. 


Proprietăți funcționale ale torsorului. 'Torsorul este un operator liniar. 
Aceasta înseamnă că el satisface relaţiile funcționale următoare: 


z[()4-() ]—5(9) N, (1.76) 
52) (v), (1.77) 


(0) si (v") fiind două sisteme oarecare de vectori (legaţi sau alunecători), 
iar ^ un scalar. 


Consecințe. Din (1.76) rezultă 
r= Yu 
ij 
în conformitate cu relația (1.65) de definiţie, iar din (1.77) 
z(—0)= =1(0). 
Din proprietatea de invarianță $i din ipoteza 
w=), 
100) =), 


adică lorsorul a două sisteme echivalente este acelaşi, În particular, dacă 
v )=0, adică dacă (9) este un sistem echivalent cu zero, avem 


(0) 50, 


deducem 
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Da 
adică : a 

(Q—0, M=0. 

$ 25. Proprietăţi caracteristice sistemelor de vectori alunecători. 
Ultima proprietate, anume aceea că relația (v)—(v') implică relația -(0)= 
=(v'), are o reciprocă în cazul sistemelor de vectori alunecători, adică 
relaţia «(9) —«(v") implică relația (0)= (6). 

O vom demonstra mai întîi pentru cazul particular z(0)=0. 

Dacă torsorul unui sistem de vectori alunecători (v) este nul într-un 
punct O al spațiului, atunci sistemul (v) este echivalent cu zero. 

În acest scop, vom transforma sistemul (0) prin operaţii ùo’ într-un 
sistem de doi vectori, w, aplicat in B, si w, aplicat în B,. Torsorul fiind 
un invariant al grupului G', el va fi nul si pentru sistemul compus din 
vectorii W, w,, adică vom avea în special wj--,—0, adică w= —v,. 
Momentul rezultant fiind de asemenea nul, vom avea 


Maw +M z w=0, 


adică Mg w,=0, deci w, va trece prin B,. Aşadar, cei doi vectori vor fi 


egali, de sens contrar și situați pe același suport, adică sistemul lor este 
echivalent cu zero. Teorema este demonstrată. 


Se poate trece acum la cazul general: Dacă (v) si (v') sint două sis- 
teme de vectori alunecători, astfel încît torsorul lor este același (într-un 
punct oarecare), ele sînt echivalente. 

Într-adevăr, din relația 


(v) — (v), 
vom deduce 
«(v) —(»") —0, 
sau încă 
2 (9)4-3(—v7)—0, 


deoarece avem 
1(v')2 —«(v') 

în virtutea relaţiei (1.77). Însă relaţia precedentă se poate pune sub forma 
s[6)--(7v)]-:0, 

aplicînd identitatea (1,76), Rezultă că sistemul (9)--(—V), este echivalent 

cu zero avind torsorul nul, Conchidem că sistemele (0) si (v) sint echi- 

valente; (v)--(v'). i 

Din aceste proprietăţi deducem: 


1, Condiția necesară $i. suficientă ca două sisteme (U) şi (v') de vectori 
alunecdlori să fie echivalente între ele este 


t 


suo”) (2.78) 


pentru un punct din spațiu, 


Scanned with CamScanner 


NOȚIUNI DE CALCUL VECTORIAL 61 


În particular 


2. Condiţia necesară şi suficientă ca un sistem (v) de vectori alunecători 


să fie echivalent cu zero este 


7()=0 
pentru un punct oarecare, 


G. VECTORI VARIABILI. ANALIZA VECTORIALĂ 


$ 26. Derivate. Un vector care își schimbă valoarea o dată cu un para- 
metrii oarecare, se spune că este o funcţie de acel parametru. Vom con- 
sidera în Mecanică, în general, vectori care își schimbă valoarea în mod 
continuu, adică vectori care încearcă o variație ori cît de mică pentru 
o variaţie îndeajuns de mică a parametrului, ambele variaţii tinzînd simultan 
la zero. 


Fie a un astfel de vector si £ parametrul scalar de care depinde. Pentru 
valoarea f-- A£ a parametrului, Aż fiind o mică variație a lui 7, vectorul a 
devine a'=4+Aa, unde Aa înseamnă un vector care adăugat lui a să ne 
dea pe a--Aa (fig. 1.22), deci variația lui a în intervalul Aż. 

Proiecțiile sale pe axele de coordonate, considerate fixe, sint Aaz, 
Aay, Aa,, adică variațiile în intervalul At pe care le încearcă proiecţiile 
az, dy, az ale vectorului a. Printr-un proces de trecere la limită, analog 


$ 3i " " y XU ES ^a 
celui din Analiza scalará, vom zice cá limita raportului AF cind aceastá 


limită există, este derivata vectorului a în raport cu parametrul t şi o vom 
însemna cu 


At>0 

În cazul cînd parametrul f este chiar timpul, această derivată se poate 
nota și prin a. 

Cum proiecţiile vectorului Aa pe 

cele trei axe sînt respectiv Aaz, Aay, 


PERET ;oda 
Aa; rezultă că proiecţiile vectorului E 
vor fi 
da, da, da, 
T w w’ 


sau, În cazul în care parametrul / este timpul, 


ax, Uy, da 
adică: proiecţiile vectorului derivat pe cele trei axe sint tocmai derivatele 
Proiecţiilor vectorului a. 
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Din felul cum am introdus noţiunea de derivată (independentă de 


axe) deducem că mărimile az, ay, az satisfac relaţiile (1.10) la o transfor- 
mare a axelor de coordonate, dacă mărimile az, ay, az satisfac acele relaţii. 


În expresia hipercomplexă a vectorului variabil, 
aia z-jay-4- a z, 
Vom presupune cá versorii i,j, ksint constanfi, pe cînd proiecţiile az, ay, a: 
variabile. Conform celor de mai înainte, vom avea 
atatia, (1.29) 
adică vom deriva după regulile obişnuite din analiza scalară. 


$ 27. Derivata funcţiilor de vectori. Se verifică imediat că derivata 
unei sume este egală cu suma derivatelor 


d UR. Em 
wt 9-2 b. (1.80) 
De asemenea, din cauza distributivitátii produselor cu vectori, vom avea 
TE WE da 
"ar (ma)=ma+-ma | 
VET PETS " 
-ar (00) ab--ab (1.81) 
ar(axt)—ax b-raxb. 


Prin urmare, regulile de derivare pentru sumă şi produs din analiza 
scalară se menţin si in analiza vectorială pentru sumă şi pentru cele trei 
VE feluri de produse. 


$28. Derivata unui veetor de 
modul constant. Ne propunem a dedu- 
ce expresia derivatei unui vector de 
modul constant. 


Să presupunem că vectorul Vă =a 
(fig. 1.23) rămîne constant în modul. 
Rezultă că dacă O este fix, locul 
a Beometrie (4) al virfului A al vecto- 

rului se va găsi pe sfera cu centrul 

în O si cu raza OA. Aşadar, a càre 
y ! " este dirijat pe tangenta la (4), in 
A, va fi perpendicular pe-a, ceea ce se vede şi din relația 


ă 
Fig. 123 


: dá const, 
derivată în raport cu timpul 


īa=0, 
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Fie OA De ”) o poziţie a vectorului vecină cu OA (fig. 1.23) şi fie A0 


unghiul (04, I da ') dintre cele două poziţii vecine. Vom avea 
a —d=Aa, | Aa |-4A0, 


dacă unghiul A0 este foarte mic; am notat cu a valoarea absolută |4 |a: 


vectorului a. Deducem 
add — 


"ut 


insemnind cu e versorul vectorului AA” la limită. 
Vom putea scrie, deci 


asá (1.82) 
unde 0 înseamnă derivata in raport cu timpul a unghiului 0 format de 
vectorul a cu o dreaptă fixă din plan. Deducem cá derivata unui vector a, 
constant în modul, este um vector normal pe a avînd valoarea scalară egală 
cu modulul a multiplicat cu 0. 


Însemnînd cu p versorul lui 4, vom avea 
a=ap (1.83) 
şi. deci, în virtutea relaţiei (1.82), ` 
e- s, (1.84) 
formulă care dá derivata unui versor și care de altfel poate fi privită ca 
un caz particular al formulei (1.82). 

Aplicaţii. 9. Se consideră în planul xOy vectorul de poziţie 
OM=7=(A sin ot-- B cos ot)i--(4, sin ot-+B, cosot)j, (4, B, 41, By, 
sint constante, iar t este timpul). 

Se cere „Viteza 7 f accelerația r şi traiectoria mobilului M. 


Viteza 7 7 a lui M este 
v-r-o (4 cos ot—B sin otji+o(4, cos ot —B, sin ot) j. 


iar acceleraţia 7 este 
1=v= —o (A sin ot-- B cos ol) 1—o? (A; sin ot4- B, cos al) Pa 
Rezultă: s " 
a= —o?r, 
Deci direcţia accelerației trece necontenit prin originea O, iar mărimea 


ei este proporțională cu distanța OM. 
Traiectoria se obține eliminind timpul între coordonatele x 5i y ale 
punctului M 
uw-4y }\’ p [ 38» Y. 
(az TAM FU AH, 


adică o elipsă cu centrul în 0. 
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10. Se dau vectorii 


v=x yj Ru, vy yai zj} ayk, 
în care x, y, z sînt funcţii de timp, Să se verifice relaţiile 


d dy) -dn od(xyr) d(9 + ta) d (xyz), 
d — p anra —À 3 
În adevăr, _ 
du dr-,dyz, di; 
aa artar] ta 


n- o ,Q,dr dy , de. d(xy:) 
Va = iur Hri TXYa ET] etc. 


Let 
[a H 
Se observă că ultima relație cerută se poate obţine prin adunarea 
primelor două. 
$ 29. Formulele lui Frenet, Fie (T) (fig. 1.24) o curbă ale cărei 
puncte P sînt determinate de lungimea arcului corespunzător s socotit de 
la o origine P,. Vom numi unghi de contingenid unghiul «*0 format de 
versorii « si T (— 5) în două puncte P, P, vecine (arc PP,—As). Limita C 
a raportului x; cind As tinde cátre zero, 


n Li 
C —lim4- 
As20 


se numeşte curbura curbei (U) în 
Punctul P. O vom presupune 
totdeauna pozitivă, adică vom 
presupune că traiectoria nu este 
rectilinie, ci o curbă avînd un 
număr finit de puncte de infle- 
xiune (pe care le vom excepta) 
şi că arcele s cresc în sensul 
indicat de F. 

Inversul e al mărimii C se 
numeşte raza de curbură a curbei 
(P) în punctul P : i 
Fig, 12 p= mlini. 

han 9 dest 


Planul determinat de versorul X. (in P) si de versorul Ta paralel prin 
P la 7, din P, tinde către Planul osculator al curbei în P cînd As tinde 
către zero, Este evident că tot către acest plan tinde și planul ce trece prin 7 
şi P, sau, în fine, planul ce trece prin trei puncte P, P,, P,, vecine pe 


curbă, cînd punctat tind să se confunde. În cazul cînd" curba (D) este 
planá, planul osculator este chiar planul curbei, 


Scanned with CamScanner 


N 


NOTIUNI DE CALCUL VECTORIAL 65 


Variația vectorului 7 cînd se trece din P în P, este vectorul care 
uneşte capetele vectorilor 7 si 7,, adică un vector așezat în planul 
(T, Ta), avînd valoarea absolută e. La limită, pentru As=0, vom avea 


dt —4 = 
= lim =C, (1.85) 


unde am însemnat cu v versorul normalei pe 7 așezat în planul osculator 
al curbei si dirijat înspre concavitatea ei. Axa care trece prin P şi care 


are versorul v se numește normala principală a curbei în punctul P. Rela- 
fia (1.85), care se mai poate scrie și 


Tor (1.86) 


este prima formulă a lui Frenet. Punctul Q situat pe normala principală, 
în sensul lui v, la distanța p de P se numeşte centru de curbură. 

Fie B versorul normal pe planul osculator în P, aşa fel ca triedrul 
(*, v, B) să fie drept. Vom avea 


B5=0 
şi deci, prin derivare în raport cu s, 
pon 633.0. 
Să înlocuim aici pe FG prin valoarea sa din (1.85). Vom obfine 
538, Bro 
sau, ținînd seama cá Bv este nul, 
zo. (1.82) 


Pe de altă parte, din relaţia BB—1, deducem, prin derivare în 
Taport cu s, 


BIE=0, (1.88) 
Vectorul a este deci normal versorilor + si B, potrivit relațiilor 
ds s 
(1.87) si (1.88); el trebuie, deci, să aibă direcţia lui v, adică 
dă 73, (1.89) 


ds 


unde T este un scalar. Semnul lui T este astfel luat, încît T să fie 
pozitiv pentru o rotație pozitivă a triedrului natural în jurul lui 7. 


5 — Mecanica teoretică 
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Pentru curbe plane (dB —0) el va fi nul. Făcînd abstracţie de acest caz 
particular, vom presupune cà T este un număr pozitiv sau negativ (+0) 
care se cheamă lorsiunea curbei. Inversul torsiunii, 


| 
pp 


se numeşte raza de torsiune a curbei. Formula (1.89) este a doua formulă 
a lui Frenet. E 


A treia formulă se deduce din relația 


Y -—T7X B, 
prin derivare in raport cu s, 
dv di „a =, dp 
Aur XP Pe 


Folosind relafiile (1.85) si (1.89), egalitatea precedentă devine 


d z m a 
4-6 TB, (1.90) 
care este a treia formulă a lui Frenet. Scrise laolaltă, ele prezintă o simetrie 
evidentă 
d z — 
E =Cv, C=1/p, 
ag m 
ELE eT, T=1/p,, (1.91) 
4-6 1B 


Axele determinate în'punctul P de versorii ^, v, B formează un triedru 


numit si reper natural. 
El este un 4 Şi rep 


i triedru variabil de la punct la punct pe curba (I), adică un 
reper mobil. 


$ 30, Expresiile sealarilor C şi T. Din relația (1.85) se deduce 


To dr 

Cy zi 

-z[.* 5 deir. 

Însă 7 ndr re are proiecţiile a”, y’, ;' pe axele de coordonate, 
notînd prin accente derivatele în raport cu s, Vom avea, deci, 

C (at 4 yt arah, (1.92) 


__Sealarul T se poate scoate din relația (1.90) multiplieind-o scalar 
eu f, Vom obţine, astfel 


p äddy 
1= Bz 
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sau, cu (1.86), 
T—B(ez'--e'v), — e 1/C. 
înlocuind pe B prin zv, vom avea 


reefa, s Bess 


JE 
Dar vectorii v şi Ld au aceeași direcţie în virtutea relației (1.86) si 
deci produsul mixt (s, v, 77) va fi nul. Rezultă 


T-e(t, v, 3) 


sau, cu (1.86) şi cu z=r”, 


T=pr, rr). (1.93) 


ş 31. Diterenţiale. Cantitatea simbolică 


— da E 
da= dt—a dt (1.94) 


se numeşte. diferenţiala vectorului 4. Din regulile de derivare date la $ 26 
se deduc imediat regulile de diferenfiere. _ 

Ca, aplicație vom stabili o formulă utilă. Produsul scalar a db 
se poate scrie 


a db—a vers a d (b vers D), 
sau incà E 
adh—adb vers a vers b--ab vers a d (vers b). 


Dacă cei doi vectori 4 gi b au aceeași direcţie, ultimul termen din 
dreapta va fi nul, așa încît vom obține 


a db— ta db. (1.95) 


Vom lua în dreapta semnul + sau — după cum vectorii à şi b au sau 
nu același sens. $ 
32, Integrale. Analog integralelor din Analiza cantităților scalare, se 


pot introduce integrale și în calculul vectorial. 
Fie a un vector, funcție dată de parametrul £ în intervalul închis (tọ, t). 
Divizăm intervalul de la / la £ în n intervale parțiale (fi, ti), ((=1, 2... 


s n, Inl) şi facem suma 
i=n 


D uliti). 


i=2 


presupunind că a, este valoarea medie a vectorului a în intervalul (^-i 4). 
Aceastá sumá poate tinde către o limită cînd n tinde către infinit, asttel 


1 
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ca fiecare dintre cele » intervale să 


tindă către zero, oricare ar fi modul 
de diviziune a intervalului (Z4, /) 


. Cînd limita există, ea se înseamnă cu 


Ja 
| adt 
LO 
şi se citeşte integrala din a dt de la to la t. _ 
Integrala aceasta este, evident, un vector. Să-l notăm cu Ae 


Dacă dám, acum, limitei superioare £ o creştere d/ și socotim creșterea 
lui A corespunzătoare acestei creșteri d£, obținem 


dA—a dt, 
de unde deducem cà integrarea şi diferenţierea sint două operaţii inverse 


una alteia. Regăsim astfel regula de integrare din analiza scalară. 
Este evident că proiecţiile vectorului A pe cele trei axe de coordonate 


sînt respectiv 
Li + Li 
| ardt, f ay dt, f à z d£, 
h h to 


dacă insemnám cu az, ay, a; proiecţiile vectorului a pe axe. Deci vom 
a, dy, az P 


putea scrie 
t 


J-i D m ai ţi a ară | a, di. 
h h 


* do 

$ 33. Luerul meeanie. O altá formá de integrală ce se intílneste adesea 
este dată de noțiunea de lucru mecanic. 

Pentru a introduce noțiunea foarte importantă de lucru mecanic, voin 
considera drumul rectiliniu PP' (fig. 1.95, a) descris de mobil în sensul 
de la P la P’, și-i vom asocia un vector constant F, de exemplu o forță. 
Vom numi lucru mecanic al vectorului F pe drumul PP’ produsul scalar 
dintre vectorii F si PP”, 

i Lpp'=F.PP. 
În cazul general cînd mobilul descrie un arc de curbă AB (fig. 1.25, b) 


căreia fi este asociat în fiecare punct al ei un vector (constant sau variabil) F, 


vom înscrie în arcul AB de curbă o linie poligonală 44,4, ... AnB şi vom 
face suma produselor scalare 


TAA GA (AA, A uuum B), 


însemnînd cu F; valoarea forţei în punctul A 


către infinitși în același timp fiecare latură A 44 (4, către zero, suma poate tinde 
către o limită, Această limită, cînd există, se numeşte /ucrul mecanic al 
vectorului F pe drumul AB şi se înseamnă 


i» Făcînd acum pe n să tindă 


Lanz f Far. (1:96) 
(4B) 
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Expresia din dreapta este o integrală curbilinie de-a lungul liniei AB. 


Elementul de integrare F dr se numește lucrul mecanic elementar al vectorului F 
$i se notează 


dL=F-dr. (1.97) 
Dacă Fa, Fy, Fe sînt proiecţiile vectorului F, iar dx, dy,.dz ale 


vectorului dr pe cele trei axe de coordonate, lucrul mecanic elementar se 
mai poate scrie 


dL—F dr—F,dx4-Fy dy4-F, dz. (1.98) 


Fig. 1.25 Fig. 1.26 


El este o mărime scalară, așadar un invariant al grupului de transformări 
ale axelor de coordonate. 
Tinind seama de relația 


dr—v di, 
unde v este viteza mobilului pz traiectorie, expresia lucrului mecanic devine 
dL—F-v dt. (1.99) 


În cazul cînd vectorul F este suma mai multor vectori F,, F,, ..., Fa, 
putem enunță următoarea proprietate: 

Lucrul mecanic al sumei a n vectori este egal cu suma lucrurilor mecanice 
ale componentelor pe drumul considerat. Justificarea ei apare evidentă dacă 
finem seama de proprietatea de distributivitate a produsului scalar. 

De cele mai multe ori vectorii F; sînt forțe. Vom da mai departe ($ 36) 
exemple de lucru mecanic de forțe. 

Aplicaţie. 11°, Să se calculeze lucrul mecanic al forței plane 


F-(xty3i--2xyj 
(axele de coordonate fiind ortogonale), cînd punctul sáu de aplicaţie se 
deplasează; 
a) pe axa Ox de la 4(x—4-1) pînă la B(x-: —1); 


b) pe semicercul x?--y?— 1 între aceleaşi puncte; 
c) pe parabola x*— 1 —2y între aceleași puncte și să se explice rezultatul. 
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Se utilizează formula (1.96), 
În cazul dreptei AB: 


F-x9, dr=dai, 
N Pa =l P 
Líu-| Fdr- f x? dx= -i. 


+ +H 
În cazul semicercului: 


F=(x24y)i+2xyj, dr=dxi+dyj, xtpy1—1, xdx+ydy=0, 


-i E -i 2 
Las- | (Heyn )22y dy =È dee f —2x*dy— —3 . 
+ 41 3 


+H 
În cazul parabolei: 


F=(x?+y?)i+2xyj, dr=dx i+dyj, 


1—2 d 
x?—] —2y, de unde y=-7 > xdx- —dy, 


La-f" (x?-E y?)dx4-2xy dy: MERERI dx 2e F 


Rezultatul se explică prin faptul că expresia (1.98) 


AL=Fa dx--Fy dy--F, dz— (x?4- y?)dx--2xy dy 
este diferenfiala exactă a funcției 


Uls, y 5 payt 
$i deci 


Lag-U(—1,0) -U(4-1,0)— —3. 


. $54 Cimp de veetori, Dacá un vector poate fi determinat pentru 
orice punct din spațiu ca funcţie de poziția punctului, totalitatea valorilor 
pe care le ia vectorul în tot spaţiul constituie cîmpul vectorului. De pildă, 
vectorul de poziție 7, care uneşte originea O cu un punct 44 din spațiu, are 
un cîmp ușor de determinat, Cele trei proiecţii ale lui r pe axele de coordo- 
nate sint coordonatele x, y, z ale punctului A, 

Forțele din Mecanică ne dau prilejul definiției unor atare cîmpuri 
de vectori, adică a cimpurilor de forțe. De exemplu greutatea corpurilor care, 
după cum se stie, este dirijată pe verticală în jos, va avea într-un spaţiu 
finit, redus, cîmpul — pentru un corp de greutate G — format de un vector G 
constant în mărime, direcție și sens pentru tot spaţiul. El este un cîmp 
constant sau un cîmp uniform, 

Alt exemplu ni-l oferă atracția proporțională cu distanța pe care ar 
exercita-o originea 0 a axelor de coordonate asupra unui punct material 
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de vector de poziţie r(x, y, 3), adică o forță elastică, intrebuingind un nume 
consacrat în Mecanică, Cimpul de vectori corespunzători va fi reprezentat 
prin funcţia vectorială 

F 
unde & este o constantă scalară pozitivă. Proiecţiile cimpului pe cele trei 
axe de coordonate sînt respectiv ! 


hr, 


—kx, —ky, —hz. 
Dacă în originea O a axelor de coordonate ar fi plasat un punct de 
masă M acesta ar exercita o atracție newtoniand F asupra punctului material P 
de masă m, situat la distanţa r de O (OP—r), forţa F avînd expresia 


F= pe P p—vers r—vers OP, 


unde am însemnat cu f o constantă pozitivă. Cimpul acestui vector F are 
proiecţiile 


Mm x _ {Mm y ` fMm z 
SRT dra i ta 


respectiv pe axele de coordonate Ox, Oy, Oz. 
În electrodinamicd, vectorul cîmp electric E şi vectorul cimp magnetic H 
dau naştere în mod analog cêmpulut electromagnetic care joacă un rol fun- 


damental în zeoria electricității. 
Linii de vectori. Linii de forță. Curbele care au tangentele dirijate după 


vectorii cîmpului formează o congruen{ã; ele poartă numele de linii de vectori. 

Determinarea lor.analiticá se obține prin rezolvarea unui sistem de 
ecuaţii diferențiale de ordinul întîi. Dacă Vs, vy, v; reprezintă proiecţiile 
vectorului v pe axe, atunci liniile corespunzătoare cîmpului v vor îi date 


de ecuaţiile 
(1.110) 


ED 


unde vz, vy, v; trebuie date ca funcții de 
liniile respective se numesc 


În cazul cînd vectorul v este o forţă F, 


linii de forță, : . 
Exemple. Forţa greutății raportată la un sistem de axe avind pe 0: 


dirijat vertical în sus, G(0, 0, —G), ne va da liniile de forță satislàcind sis- 
temul de ecuații diferențiale 

dy dr di 

wv o =G 
adică congruenja de drepte 

NC Ya 
&, ca fiind constante arbitrare, Deci liniile de forță vor fi formate de con- 
gruența dreptelor verticale. 
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Liniile corespunzătoare forţei elastice vor satisface sistemul 


dr _ dy dz 


=kx  —khy =k’ 


adică vor fi date de ecuațiile 
VC, — i—Gx, 


€, Ca fiind constante arbitrare, ' 


Deci liniile de forță, în acest caz, vor fi formate de congruenfa de raze 
pornind din origine. 

Forța gravitației universale, avînd punctul atractiv în origine, con- 
duce la aceleași linii de forță ca si în cazul forței elastice., 

Liniile de forță joacă un rol important în Fizică $i în Electricitate. 

Aplicații. 12. Se dá în planul xOy cîmpul de forțe 


F Hex 2) neo 27. 


Să se găsească linia de forță care trece prin punctul M(x,, yo). 
Ecuația diferențială a liniei de forță este 


dx x dy 
1 EY by 
yb) xem) 
de unde se obţine linia de forță căutată 


Expresia axy--b cu care s-a simplificat ecuația diferențială, egalată cu 
zero, reprezintă locul geometric al punctelor în care forța este nulă. 
13°. Se consideră cîmpul de forțe 


Să se determine 3 astfel, încît liniile de forță să fie: 
a) cercuri, 
b) elipse, 
c) hiperbole, 
Liniile de forță sînt date de 


de unde 
at Aytasct, 
Pentru »—1, liniile de for 


JÀ sint cercuri, pentru A70 sint eli ý tru 
1<0 sînt hiperbole, pe sînt elipse, pen 
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„$ 35. Gradient. Nabla, Funcție de for(i. Poten(ial. Se poate obţine 
un cîmp de vectori in mod foarte simplu în felul următor. 

Fie U(x, y, 2) o funcţie scalară, uniformă si derivabilă de coordona- 
tele 3, yz intr-un anumit domeniu D (o porțiune a spafiului). Derivatele 
parţiale ale lui U în raport cu x, y, 2 sint în fiecare punct trei mărimi care 


Mx EUR (1.10) de transformare în cazul unei schimbări de axe, 
adică $7 y’ y se comportă ca proiecţiile unui vector la o schimbare de 
axe de coordonate. Această proprietate se verifică imediat dacă ținem scamă 


de formulele (1.8) de trecere de la coordonatele x, y, z la coordonatele x”, 
y', z'. Rezultă de aici că derivatele EX pot fi considerate ca de- 
finind un vector cu aceste proiecții pe azele de coordonate. Acest vector se 
numește gradient al funcției U. Seriem 


F=grad U (1 101) 
sau 
F=VU, (1.102) 
unde am pus 
-i3.453 1 £3. 
v-i3.435 i2. (1.103) 


Semnul V se citeşte „nabla”, El este un operator vectorial care transformă 
un scalar într-un vector; se mai numește și operatorul lui Hamilton. 
Gradientul joacă un rol important, mai ales în reprezentarea anumitor 
forte, F—grad U. În acel caz U se numeşte funcție de forță. 
Funcția —U pe care o vom însemna cu V, 
—U-V, (1.104) 


se numeşte energie potențială sau simplu potențial (această din urmă numire, 
întrebuințată des în electricitate, fiind rezervată mai ales cazului în 
care masa punctului material este egală cu unitatea). Vom avea, deci, 


. F--—grad V. (1.105) 


Nu orice forță se poate pune sub formă de gradient. Forțele care admit 
o astfel de reprezentare se numesc forțe conservative, iar celelalte se numesc 
forțe meconservalive. Se obișnuiește a se spune că forţele conservative admit 
o funcție de forță sau că ele derivă dintr-un potențial. . A 

Este ușor de verificat că suma a două forțe conservative este tot o forță 
conservativă. Dacă U, si U, sînt funcţiile de forţă ale celor două componente, 
atunci U,+U, este funcţia de forţă a rezultantei. Aceasta revine la a spune 


că operatorul Y este distributiv 


V(Uj Ug) VUE VU; 
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. Sá considerám de pildă greutatea G raportată la un sistem de axe 
avind pe Oz dirijat vertical în sus. Proiecjiile forței G, pe cele trei axe de 
coordonate, vor fi 

0, 0, =G. 


Evident că putem lua pe —Gz drept funcție de forță corespunzătoare, încît 
vom avea 


G=V(—G:)= —VGz= —Gk. 


Alt exemplu ni-l oferă forfa' elastică 


Fr. 
Proiecfiile ei fiind 
—kx, —hy, —kz, 
funcția de forță va fi, evident, 
pat at 
ti aa a i pl 
încît vom avea 
= kr 
F--V^. 


Pentru forța de atracție newtonianá considerată la $ 34 vom avea 
funcția de forță corespunzătoare 


Up, deci F= grad (45) A 


Funcţia U se poate determina (cînd este posibil) cu aproximafia unei 
constante aditive care, se înțelege, nu influențează valoarea componentelor 
forței. Bunăoară, în exemplele date, putem lua —Gz--C, respectiv — mc, 
drept funcţii de forță, C fiind o constantă arbitrară, 

Însă trebuie să menționăm încă o dată că numai în mod excepţional 
poate fi reprezentată o forţă F prin gradientul unei funcţii scalare de v, v, 2. 


Cu alte cuvinte, pentru ca o forţă să fie conservativă, proiecţiile ei pe axe 


trebuie să îndeplinească anumite condiţii care, după cum se ştie din 
Analiză, sînt 


Dy dla i PC Iu OF, 
9 w wo eoa v^ 


(1.106) 


Ele sînt suficiente pentru a putea determina pe U. Funcţia U se va 
obține integrînd ecuația diferențială 


dU—P; dy--Fy dy- F dz. 
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——————————————————— 
Mărimea su se numește derivata funcției U în sensul dr (=PP”, 
încît relația precedentă se poate exprima în felul următor: derivata Ini U 
în sensul dr este egală cu proiecția forjei pe direcție. Această proprietate a 


funcţiei de forţă este o generalizare a relaţiilor de definiţie a vectorului 
grad U, 


QU p — QU p dU 
= ti y] yr 3 
Ea ne confirmă caracterul vectorial al mărimii VU. 
Să considerăm acum suprafața 
i U(x, y, 2)=c, (1.108) 
unde c este o constantă. Această suprafață are proprietatea evidentă 
că funcția de forță U ia aceeași valoare în toate punctele ei. O astfel de 
suprafață se numește suprafață echipotențiălă sau suprafaţă de nivel. Numele 
de „echipotențială” ce i se dă este în legătură cu proprietatea ei de a repre- 
zenta locul punctelor de același potențial. 


Două astfel de suprafețe care corespund la două constante diferite C, 
şi C, nu pot avea nici un punct comun. Într-adevăr, dacă ar exista un 
punct M(x,, yo, z;) comun celor două suprafeţe, ar urma să avem 


U(*, yo, 29) Ci, 
U(Xs, yo, 25)=Ca, 
de unde ar rezulta 
CC, 


ceea ce contrazice ipoteza C+C, (funcţia U fiind presupusă uniformă), 
În cazul greutății G, suprafețele echipotenfiale sînt planele orizontale, 
iar in cazul forței elastice, sau al forței de atracție gravitaționale, suprafețele 
echipotențiale sint sferele concentrice, cu centrul in punctul atractiv O 
Să presupunem acum că deplasarea din P in P’, considerată mai 
înainte, se face chiar pe o suprafață echipotenţială. Atunci variația dU a 
funcţiei este, evident, nulă, încît relaţia (1.107) devine 


F,=0. 


Cu alte cuvinte, proiecția forfei F pe orice direcție situată pe o suprafață echi- 
potențială este nulă, Aceasta înseamnă că forța F este normală la suprafața 
echipotențială, Aşadar: 

Forja F care derivă din funcția de forță U este normală la suprafata 
echipotențială 

U=C. 

Congruenja liniilor de forţă este normală familiei de suprafețe echi- 
potențiale; liniile de forţă sint, deci, tratectoriile ortogonale ale familiei de 
suprafețe date de (1.108). 
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Forța este dirijată în sensul în care U crește și, după cum se vede 
din relaţia (1.107), este aplicată în direcția normalei (dr=dn) 


au 
dn 


Dacă F este pozitiv, trebuie ca și dU să fie pozitiv, adică F indică 
sensul de creştere al funcţiei U, 
Aplicaţie. 16%. Se consideră cîmpul plan de vectori 
v=(x°—kxy?)i+ (*— Rxtyjj, 
unde À este o constantă. Sá se determine / astfel, încît curbele de nivel 
să fie: 
a) cercuri cu centrul ín origine, 
b) hiperbole echilatere. 
În acest caz, 
Su uy 
3$». 
Deci 


dU —v;dx-4-vy dy apu i), 


Ada PE TE 
U=* tea — M + const. 


Curbele de nivel: 


=-j gem const 
Pentru k— —1 se obțin cercurile cerute 


x?-- y?- const. 


Pentru fe 4-1 se obțin hiperbolele cerute 


x3— y! const, 


$ 37, Notuţii veetoriule, Operatorul nabla are caracterul unui vector, 
astfel încît se pot face operații cu Y aja cum se fac de obicei cu un vector. 
În special, putem face produsul scalar sau vectorial al vectorului Ọ cu un 
alt vector a, Pentru produsul scalar vom obține 


$e, duy | da, 
Vac dy ! T 


un scalar care este cunoscut în analiza vectorială sub numele de divergență 


şi se înseamnă obișnuit div a. 
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Cîteodată se p iti și produsul scalar 


= EE 
ay = da 3 tai + az Qr" 
care reprezintă un' operator ma scalar. 


Produsul ig ig V sia, 
9a, _ da, day = E) 
wei meer p wy) 


reprezintă un vector cunoscut sub numele de rotor de a; notația obișnuită: 
rot a. 


Simbolul ax V. reprezintă un operator diferențial vectorial 
îxV [nic — e) $838 Xa ~a). 
În fine, produsul scalar pus este egal cu operatorul 
oi 
etate 


care se mai înseamnă și cu A şi se numește operatorul lui Laplace sau 
Laplaceian. 
Operatorul A este echivalent cu aplicarea unei divergenfe la un gra- 
dient 
AU=div (grad U). 


Aceste mărimi au o aplicaţie curentă mai ales în Electricitate şi 
in Hidrodinamicá. 
Iată citeva formule utile care se pot verifica uşor: 


1°. div (rot a)=0 ` sau V(V xa)=0 
2. rot (grad U)—0 sau Vx(VU)-0 
3°. grad (div a)—rot (rota)--Va— V (Va) ; 
4°. grad (UV) —U grad V--V grad U sau V(UV)-U(VU)--V(vU) 
5. grad [/(U)]—/'(U) grad U 
6. V (45) — (a7) 0-- (0V)à--a x (V. x 0) -b x (V xa) 
7. V (axb)--b(V xa) —a(v x1) 
[2 a(v xl) «(ax vy 
9. TUNES "Dv + LA pa Ah dm 
E Wy yd B+ -a div b(a% + ay Ss —b div a 
10, YU =U(Vi) AVO) 
11°, V x (Ua) -U(V x) ax (YU) 
12, Ki) -Y (Ya)- -Y rot (rot a) 
13°, (a )a— Vata (VP xa) 
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Aplicaţii. 17. Se dau cîmpurile de vectori: 


9j - (a4 - D) 4- (cy--d)j—(a + zh, 
Y m Li i y - z a 
Va = —— rt ————— 4 E 
(hype T PPE eres k 
Să se calculeze: 
Vn, Vis VXU, YX 
(divergența si rotorul). 
Prin aplicarea operatorului diferențial si vectorial, se obține 
vece Nis M 
dr =a, prm A —(0+0), 
Vv,—a4-c—(a4-)— 
Qu Duy ous Mu p ny De 


120, 
dy X dz  Qx ar ET 
Vx«-0 n 
Analog, Vv,—0, V xv,-—0. 
18°. Sá se calculeze Laplaceienii funcţiilor 
dE NOI j s 1 
Uie 7 ty  U=ln(x2+y+:), U, VERSES 
Se obţine 
dU, I DL a etc 
Ox —— 3]. Qa X ý 
$5921 
AUI) 
Analog, ; 
AU: pia AU,=0 


- - dn 
Pak 
Și să se verifice relația 

AP =grad (div V) —rot (rot. V). 
Avem 


AV AVE AVIA AVE, 


Ave (ri razii (ea). 


adică 


7 
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Pe de altă parte 


x 


en epp p. 


grad div reae JA "HII -E 


- x 


y! 


rot (rot nez(-z—)r 


Pd f y 


Relafia pentru verificare se mai poate scrie 


AV-V(VV)—V x(V xV). 


H. NOTJUNI DE TEORIA GEOMETRICÁ A SURUBURILOR 


$ 38, Noţiunea de surub. În capitolul precedent s-a tratat problema sistemelor de vec- 
tori alunecători și s-a arătat că pentru ca două asemenea sisteme să fie echivalente este nece- 
sar şi suficient ca ele să aibă într-un anumit punct O același torsor, adică același vector 
rezultant şi același moment rezultant. S-a arătat cá, dacă reducerea se face în raport cu un 
punct de pe axa centrală a sistemului, atunci cei doi vectori, R şi M,, sint coliniari. 

Putem, pe baza acestor considerațiuni să grupăm sistemele de vectori in clase de echi- 
valență, adică să punem împreună toate sistemele care au același torsor în punctul O (sau 
aceeaşi axă centrală si aceleași elemente R şi M, p: Din punct de vedere al efectului pe care 
un sistem de forțe îl are asupra unui rigid, aşa cum se va arăta în dinamică, nu este esențială 
structura sistemului de forțe (numărul de forte, modulul, suporturile si sensurile lor) ci tor- 
sorul sáu. Astfel noţiunea de torsor devine extrem de importantă in mecanică. 

În anumite probleme speciale de mecanică teoretică şi aplicată, cum ar fi aceea a for- 
mulării generale a condiţiilor de echilibru ale unui rigid, aceea a condiţiilor pe care trebuie 
să le îndeplinească suporturile a n forte în echilibru, a condiţiilor pe care trebuie să le îndepli- 
neascá suporturile reactiunilor unor reazeme simple pentru a imobiliza strict un rigid, problema 
mobilităţii unui lanţ cinematic etc. este necesară însă o noțiune mai generală decit aceea de 
torsor și anume aceea de șurub (din punct de vedere geometric). 

Pentru a ajunge la noţiunea de șurub, vom considera o mulţime formată din torsori, 
de exemplu sub forma lor minimă. Un torsor din această mulţime poate fi caracterizat, aga 
cum s-a arătat mai sus, prin axa sa centrală A, prin vectorul rezultant R si prin momentul 
rezultant minim M,, În locul a doi vectori, dat fiind faptul că ei sint coliniari, putem utiliza 


numai pe unul dintre ei, de exemplu vectorul rezultant A si raportul dintre valorile vecto- 
rilor M, și R, raport ce poartă numele de parametrul şurubului şi pe care-l vom nota cu s. 
Ca urmare un-torsor poate fi reprezentat prin ansamblul (A, Ñ, s). 

Să grupăm acum în aceeași clas toți torsorii care au aceeaşi axă centrală (A) şi 


același pas s, vectorii Ñ putind diferi de la un torsor la altul, Se ajunge astfel la noţiunea 
de șurub (din punct de Vedere geometric), Pentru a sesiza şi mai bine această noţiune să 


considerăm că vectorul X ar reprezenta o viteză unghiulară, iar vectorul M, o viteză de 


translație. Acești doi vectori, împreună pot caracteriza mişcarea unui şurub obişnuit, care 
înaintează și se roteşte în jurul aceleiași axe (A). 
Un anumit șurub se poate roti cu d 


diferite viteze unghiulare. Mărimea vitezei unghiu- 
lare nu constituie deci o caracteristică 


a şurubului, Caracteristic este faptul că la fiecare 


Scanned with CamScanner 


NOȚIUNI DE CALCUL VECTORIAL 81 


—— 


vitezá unghiulará imprimată şurubului, acesta înaintează cu o viteză bine determinată, pro- 
porțională cu viteza unghiulară, factorul de proportionalitate fiind parametrul s. 

Definiţia geometrică a şurubului apare atunci în mod natural ca fiind elementul carac- 
terizat prin ansamblul (A, s) format de o dreaptă A — axa centrală a gurubului — și un scalar s — 
parametrul suribului. 

Dacă s> 0 şurubul se zice „drept“, dacă << 0 șurubul se zice „sting“, iar dacă s=0 
atunci şurubul degenerează într-o dreaptă. Aşadar, dreptele pot fi privite din punctul de 
vedere al teoriei şuruburilor ca elemente geometrice particulare. Multe din proprietățile mul- 
ţimilor de şuruburi pot fi particularizate pentru mulțimile de drepte. 

Din definiția dată mai sus şurubului rezultă că toţi torsorii care au aceeași axă cen- 
trală gi vectorii M, şi R în același raport s, definesc un acelaşi gurub, Altfel spus vectorii XR 


şi XM, unde A este un parametru variabil, diferit de zero, împreună cu axa A definesc același 
şurub. Dacă in loc să folosim torsorul minim folosim torsorul într-un punct O, atunci 
vom putea spune că şurubul este elementul geometric comun mulţimii de torsori AR, , AM) 
unde X+0 este un parametru variabil. Așadar un șurub poate fi caracter.zat prin două coor- 
donate vectoriale e omogene, spre deosebire de torsor, care este caracterizat prin două coordonate 
vectoriale R si M, bine definite. Acestor coordonate vectoriale omogene le vor corespunde 
şase coordonate scalare omogene. 

Noţiunea geometrică de surub poate fi definită riguros cu ajutorul calculului analitic 
după cum se va.vedea. 

Fie u, v, w proiecţiile pe axele unui triedru cartezian ale vectorului rezultant al unui 
sistem de vectori alunecători şi 7, m, n proiecţiile pe aceleași axe ale momentului rezul- 
tant. S-a arătat la § 22—23 că vectorul rezultant, vectorul moment rezultant minim (cal- 
culat în raport cu un punct de pe axa centrală) și ecuaţiile axei centrale pot fi scrise cu 


notaţiile de mai sus sub forma 
l R=+\u FF w? (1.109) 
lu-- mv nw 

EE ITI 


I—wy-ctw m—uztwx n—vxwy 
“u v w 


M, (1.110) 


(1.111) 
Putem deci caracteriza un sistem de vectori alunecători fie analitic, prin cele șase 
componente scalare w, v, w, I, m, n ale torsorului in O, fie geometric, prin scalarii vecto- 


rilor R şi Mr şi prin axa sa centrală. . 

Componentele w, v, w, l, m, n poartá numele de coordonatele plükeriene ale siste- 
mului de vectori. ` N 

Să presupunem acum că aceste coordonate plükeriene sînt omogene. Ele vor determina 
o familie de sisteme de vectori alunecători căci, notind aceste coordonate cu Au, Av, Aw, M, 
Am, îm, unde A0 este un parametru, observăm că pentru fiecare valoare a parametrului A 
corespunde un sistem de vectori alunecători (mai exact o clasă de sisteme echivalente). Să 
cercetăm elementul comun al acestor sisteme. Observăm că dacă in formulele (1.109), (1.110) 
şi (1.111) talocuim s, v, w, 1, m, n cu du, Xo, Xy, M, dm, Àn atunci ecuațiile axei centrale 
(1.111) rămîn neschimbate; în schimb R şi M, devin AR, şi AM,. Raportul lor 


M, 

- ge t IEEE (1.112) 
RC wipe us 

rámíne neschimbat. Şurubu} va fi deci elementul comun familiei de sisteme de vectori alune- 
cători, alcătuit din axa centrală A, căreia i se ataşează o mărime scalară s definită de (1.112) 
şi denumită parametrul şurubului, Cu alte cuvinte, un şurub este caracterizat analitic prin 
coordonatele omogene Au, Av, Aw, M, Am, n ȘI geometric prin axa centrală A şi para- 
metrul s, 

O dreaptă, poate fi privită din punct de vedere al teoriei şuruburilor ca un surub de 
parametru s—0, Tinind seamă de expresia (1.112) a parametrului s rezultă că între coordo- 
natele plükeriene ale unei drepte subsistă relaţia Ju-tmu-t-nw=0. $ 

4 a 
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$ 39. Şuruburi reciproce, La $ 15 s-a arătat că produsul reciproc a doi vectori F, si 
F, poate fi seris sub forma [v. formula (1.55)] 


Ep Ad, F) =F M, HFM. (1.113) 


Notind cu uj, tj, toj, Jj, mj, nj gl CU tg, Ugs Wa, Mgs Mg proiecţiile pe axe ale celor doi 
vectori si ale momentelor lor în raport cu originea, relația (1.113) devine 


(Eee Ada Fa) = ui ims ting Hs moe mpeg + (1.114) 


Dacă vom considera acum în locul a doi vectori F, şi F, două sisteme de vectori şi 
vom nota cu uj, di» toy, ns Mys Ny ŞI Mas Vas ys lg Piz Na coordonatele plükeriene ale suru- 
burilor corespunzătoare, atunci expresia 

Pup ld om d gna hugt mata mata (1.115) 


poartă numele de produs reciproc al celor două şuruburi. Două şuruburi se zic reciproce, dacă 
produsul lor reciproc este nul, adică 


Up la - V nts + wnt hut ma vg 3-003340. . (1.116) 


Observaţii. 1. S-a arătat la $ 15 că în cazul cînd unul dintre vectorii F,si F, 
este versorul unei axe, produsul lor reciproc (1.114) este egal cu momentul celuilalt vector 
în raport cu axa respectivă. Se poate demonstra fără dificultate că această proprietate poate 
îi extinsă în cazul de faţă, în sensul că, dacă unul din cele două sisteme de vectori se reduce 
la versorul unei axe, atunci produsul reciproc (1.115) este egal cu momentul rezultant al 
celuilalt sistem în raport cu axa respectivă. 

2. Se poate da o interpretare produsului reciproc a două șuruburi şi în cazul general. 
Astfel, dacă unul dintre şuruburi corespunde unui sistem de forţe, iar celălalt unui sistem de 
deplasári rigide elementare, se poate arăta că produsul reciproc al celor două şuruburi este 
egal cu lucrul mecanic elementar produs de forțele sistemului, cînd punctele de aplicație 


parcurg deplasările rigide. 
§ 40. Mulţimi liniare de şuruburi. Un număr <6 de relaţii omogene independente 


F(u, v, w, l, m, n) =0 
F(u, v, w, l, m, n) 0 
(1.117) 


definesc o mulțime de şuruburi, 
în mecanica teoretică prezintă un deosebit interes mulțimile definite prin relaţii liniare 
şi omogene de forma . 


(1.118) 


Aceste relații permit ca un număr p de coordonate omogene să fie exprimate iu funcţie 
de celelalte 6—f—r sau ca toate coordonatele omogene să [le exprimate în fune(ie de y para- 
metri variabili 24, Pas s ^, Sub forma 


um ad uud 


yes UU Sua rnm 

w= a d Ay Arty (1.119) 
I= Ahit Agla t slr 

m= ny Mm dnd gm 


n= Anit Agt tnam, 


Scanned with CamScanner 


/ 
NOȚIUNI DE CALCUL VECTORIAL 83 


Vom numi r rangul'unei mulțimi liniare de şuruburi, În aplicaţiile practice intervine 
adesea o mulțime formată dintr-un număr finit de şuruburi, căreia trebuie să i se determine 
rangul r, Pentru aceasta vom fotma cu coordonatele omogene tt, vj, Wi, h, m, m (i71, 
2, 8, „ n) ale acestor şuruburi matricea 

u sy w, h my 9n 
Ua Vg Wg ly my ng 

j (1.120) 
tin Un Uy În Ma nn 

Este uşor de verificat că rangul y căutat este egal cu rangul matricei (1.120). Pentru 
aceasta se fine seama de relaţiile (1.119) şi se observă apoi că oricare ar fi numărul nr 
al şuruburilor mulţimii, rangul maxim al determinanţilor diferiți de zero, ce se pot forma 
cu elementele matricei, este 7. 

„$ 41. Interpretări geometrice. Configurația axelor centrale ale șuruburilor unei mulțimi 
liniare este în strinsă legătură cu rangul acestei mulțimi. Pentru a demonstra această teoremă 
vom pune în evidență coordonatele omogene ale axei centrale a unui șurub aparjinind unei 


asemenea mulțimi. 

într-adevăr, axa centrală, fiind o dreaptă, poate fi considerată ca un șurub de para- 
metru s—0. Fie u, v, w, l, m, n coordonatele omogene ale unui gurub și w', v', w, V, m, n') 
coordonatele omogene ale axei sale centrale. Avem relaţiile: 


Au-u, dv, Nw—w' , (1.121) 
A2 l'-psu', mms”, 3a—n'-sw'. 

într-adevăr, axa centrală, ca șurub, poate fi privită ca avînd o amplitudine (rezultantă) 
paralelă cu aceea a şurubului considerat şi un moment minim nul. De aceea primele trei 
coordonate omogenă referitoare la amplitudine sint proporţionale. Ultimele trei coordonate 
omogene, referitoare la momentul minim, diferă prin su, sv, sw care reprezintă proiecţiile pe 
axe ale momentulki minim. 

Să considerăm acum o mulţime liniară de şuruburi definită prin relaţiile (1.118). Să 
inlocuim w, v, w, 1, m, n prin expresiile (1.121). După simplificare cu A, obţinem 


Lat Mor Nou UV Van Wn sU +V Wa) 70 
Lyu + Mg - Nau + Ua Van Wa s(Uga E Vas Wa) -0 PE 


Lgu' Mu Ngu'4- Ut Vant Wa'-Hs(Upu'4- Vgt' Wy) 0. 


Eliminînd parametrul + între ecuaţiile (1.122), obţinem 


DY,- 20, 0,147 9,1, =0, se Pup Bg (1.123) 


unde am notat prin Ọs gi Ye formele liniare 


bí Liu' MwA Nqu' Ud Vent Wiw | (1.124) 
Wys Um p Ve Wet. 

Analizind ecuaţiile (1,123) constatăm că ele reprezintă forme pătratice în u^, v, e, 

I, m’, n’, Dacă se consideră un punct în spaţiu Aa de coordonate date Xy. Yo: fo şi un 
punet curent A de coordonate w, y, 4 pe o dreaptă trectud prin A, și aparțiutud mulţimii 
de drepte definită de una din formele pătratice (1.123) se verifică uşor că ea generează uu 
ecn de gradul al doilea, Într-adevăr, coordonatele omogene se pot exprima în funcție de coor- 


donatele carteziene prin formulele 1: 
hate MUI — or ETE E (1.125) 
Meyer doy, Mt X n Nn An’ = xay — Yos 


1 Aceste formule se obțin imediat observind că Au^, dv”, Au^ sint proiecţiile pe axe ale 
vectorului 4,4, iar Al, am’, an’ sint proiecţiile pe axe ale momentului 04X EE 


6 


Scanned with CamScanner 


N 


y 


84 ; GENERALITĂŢI 


De aci rezultă că in general o relaţie pátraticá în coordonatele omogene w’, v’, w, 
U, m'y n’ este echivalentă cu o relație pătratică în coordonatele x, y, z, deci conul generat de 
A,A este de gradul al doilea. 

O asemenea mulțime de drepte, caracterizată prin aceea că dreptele ce trec printr-un 
punct dat Ay, din spațiu, si aparţin mulţimii generează un con de gradul al doilea, poartă 
numele de complex påtratic, 

Rezultă de aici următoarele consecințe: 

a) Pentru mulțimile de şuruburi de rangul 6 (mulțimea tuturor guruburilor din spațiu) 
$i de rangul 5 nu rezultă nici o restricție în- ceea ce priveşte configurația axelor centrale. 

b) Axele centrale ale suruburilor unei mulțimi liniare de rang 7=4 aparţin unui 
complex pátratie particular. 

c) Axele centrale ale suruburilor unei mulțimi liniare de rang r=3 aparțin dreptelor 
comune a două complexe pátratice. Această mulțime de drepte este o congruentá de gradul 
al patrulea. Printr-un punct din spaţiu tree, în general, patru drepte aparținînd congruentei. 

d) Axele centrale ale șuruburilor unei mulţimi liniare de rang r—2 sînt dreptele comune 
a trei complexe pătratice. Se poate arăta că aceste drepte generează o suprafaţă denumită 
„cilindroidul lui Ball“ !. 

€) Mulțimea şuruburilor de rang r—1 contine un singur şurub sau mai multe șuruburi 
confundate. 

f) Mulțimea șuruburilor de rang r—0 este mulțimea vidă care nu contine nici un surub. 
S § 42. Mulţimi de drepte. În Mecanică intervin în unele probleme configurații de drepte. 
1n cele ce urmează vom cerceta legătura dintre aceste configurații și rangul mulțimii de drepte 
din. care fac parte. H 

Pentru cá, din punct de vedere al teoriei geometrice a suruburilor, o dreaptá este un 
şurub de parametru s—0, vom putea face studiul reluind ecuaţiile (1.122), in care însă vom 
face s=0. Obtinem: 


Lyu'- Mo'+ Nqw'4- U,l'-EVym'4- W4n'—0 
LE Mv Nat Ul + Vom ++ Wan'=0 
a E a 2 a E z k (1.126) 
Lat Mp Nyu' Up +V p+ Wyn'—0. | i 
Dacă vom considera si de data aceasta un punct A, dat şi un punct A variabil pe 
9 dreaptă apartinind mulțimii definite de una din relațiile (1.126), vom observa că această 
relaţie este liniară în x, y, z, deci reprezintă un plan. Așadar una din relaţiile (1.126) defi- 
neşte o mulțime de drepte, dintre care, cele ce trec printr-un punct oarecare Ag formează 
un fascicul plan. O asemenea mulțime de drepte poartă numele de complex de gradul întîi. 
Cel mai general complex de gradul I este format de dreptele de moment nul ale unui sistem 
de forte, sau de normalele la o familie de elici de același pas, situate pe cilindri coaxiali. 


Ca exemple de complexe speciale cităm: mulțimea dreptelor ce întîlnesc o dreaptă dată si 
mulțimea dreptelor paralele cu un plan dat. 


Pe baza acestor rezultate, ecuaţiile (1.126) pot fi interpretate astfel: 

. a) Dreptele apartinind unei mulţimi de rang r=6 (mulțimea tuturor dreptelor) pot 
fi dispuse, evident, oricum în s, aţiu, 

b) Dreptele apartinind unei mulţimi de rang r=5 trebuie să aparţină aceluiaşi complex 
de gradul întîi, ` 

€) Dreptele aparținînd unei mulțimi de rang r=4 trebuie să fie comune la două com- 
plexe de gradul intii, adică să aparțină unei congruente de gradul întîi. 

d) Dreptele apartinind mulțimii de rang r=3 trebuie să fie comune la trei complexe 
de gradul intii. Se poate arăta că în acest caz ele trebuie să facă parte din aceeași familie 
de generatoare a unei cuadrice (riglate), 

€) Dreptele apartinind. unei mulțimi de rang r=2 trebuie să fie comune la patru 
complexe de gradul intii, Se poate arăta că ele aparțin unul fascicul plan, 


1) Mulțimea dreptelor de rang r=1 contine o singură dreaptă sau mai multe drepte 
confundate, 


g) Mulțimea vidă (r=0) nu conţine niei o dreaptă, 


1 Vezi C. V. Buslo v, Mecanica Raţională (traducere diu limba rusă), vol. II, 
Editura Tehnică, Bucureşti, 1050, p. 50—55, 
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Observaţii. 1. Toate proprietăţile arătate pei 
adevărate şi pentru mulțimile de şuruburi is acelagi na REA dd piata, 
în relaţiile (1.122), acestea devin de asemenea liniare in w’, v’, w’, pm, m De altfel rela- 
tiile (1.121) pot fi considerate, în cazul cînd s—5, (constant), ca definind o transformare pro- 
iectivă, care, evident, lasă neschimbat rangul matricei (1.120). Această transformare arată că 
mulțimea dreptelor si mulţimea suruburilor de acelaşi pas s, au aceleași proprietăți proiective 

2, În tabela ce urmează se dau o serie de cazuri particulare de configurații de şuruburi 
de pasuri diferite și de şuruburi de același pas, care pot fi utile în aplicații. 


Tabela 1 
Mulfimi liniare de şuruburi da 
Configurația axelor centrale E d 
Rangul n 
Suruburi de parametri diferiţi Şuruburi de acelaşi parametru! 
0 - E = : 
1 Un şurub oarecare confundate a 
2 a) generatoarele unui cilindroid Ball | 3) coplanare şi concurente | 


b) confundate b) coplanare si paralele 


$8 Aparţin aceleiași congruenfe de gra- a) generatoare, din aceeasi familie, 
dul al 4-lea ale unei cuadrice (riglate) 
b) intilnesc trei drepte date 
c) întîlnesc două drepte date şi sint 
paralele cu acelaşi plan 
d) sint coplanare 
e) sint concurente in spajiu 
f) sint paralele în spațiu 
g) aparţin la două fascicule plane care 
au o rază comună 


a) aparţin aceleiaşi congruente de 
gradul întii 

b) intilnesc două drepte date 

c) întîlnesc o dreaptă si sint paralele 
cu un plan dat 

i d) unele sint paralele cu o direcție 

| dată, altele sìnt drepte de la infinit 

| ale spațiului 

| e) unele sint situate într-un plan, 

celelalte sînt concurente într-un 


4 a) aparţin aceluiași complex pătratie 
b) sînt paralele în spaţiu 


punct din plan 
i) unele sint situate într-un plan, 
| celelalte sint paralele cu o dreaptă 
din plan 


5 |a) paralele cu un plan dat? o) aparțin aceluiaşi complex de gradul 
mi! 

b) întiluesc o dreaptă dată 

| c) paralele cu un plan dat 

| d) două stele de drepte concurente 

| €) doud stele de drepte paralele 

| f) o stea de drepte concurente si alta 

de drepte paralele 


6 Oarecare . Oarecare o o 
, pentru cazul, particular 5550, întră mulțimile de drepte. 
ular, În cazul general axele pot fi oarecare încit nu se 
uljimi de şuruburi numai după configurația axelor 


ss Ade! AIE 
| 


1 În această categorie 

2 Acesta este un caz partic 
poate recunoaște rangul 5 sau 6 ul unei m 
lor centrale, 
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LUL CU MĂRIMI FIZICE. DIMENSIUNI. UNITĂȚI, 
OMOGENITATE. SIMILITUDINE. 


A. DIMENSIUNI, UNITĂȚI. OMOGENITATE 


$ 1. Mărime fizică. Pentru a înţelege această noțiune, să considerăm 
o mulțime formată din obiecte fizice de aceeași natură gi să ne referim la 
o anumită însușire, comună acestor obiecte, Printr-un proces de abstrac- 
tizare, se poate elabora noțiunea de mărime fizică corespunzătoare acestei 
însușiri, dacă se îndeplinesc anumite condiții. 

n primul rînd este necesar să se stabilească o relație de echivalență, 
adică un criteriu după care să se poată recunoaște dacă două obiecte din 
mulțimea considerată sînt echivalente din punct de vedere al însuşirii res- 


pective. Relaţia de echivalență permite repartizarea obiectelor mulțimii 
în clase de echivalență. 

În al doilea rînd este necesar să se stabilească între clasele de echi- 
valență o relație de ordonare. Relaţiile de echivalență si de ordonare, impre- 
ună, constituie condiția necesară gi suficientă pentru a se putea elabora 
noțiunea de mărime fizică. 

Ca exemplu, vom considera ca obiecte fizice forțele şi ca însuşiri direc- 
fia şi intensitatea lor. 

Dacă ne referim la direcție, constatăm că se poate stabili o relație 
de echivalență, adică se poate da un criteriu după care să se recunoască 
dacă două forțe au aceeaşi direcție. Clasele de echivalență sînt atunci for- 
mate din forțe paralele. Nu se poate însă stabili o relație de ordonare în 
aceste clase de echivalență, deoarece noțiunea de „direcție mai mare” sau 
„mai mică” este lipsită de sens. Însuşirea unei forțe de a avea: o direcție 
nu poate duce la elaborarea unei noțiuni. de mărime fizică. 

Dacă ne referim la intensitate, constatăm că, în acest caz, se poate 
stabili o relație de echivalență si una de ordonare. Într-adevăr, dacă două 
forţe deformează la fel arcul unui anumit dinamometru, spunem că 
ele au aceeași intensitate, Dacă deformația produsă de forța F, este mai 
mare decît cea produsă de forța F,, spunem că intensitatea forței F, este 
mai mare decît intensitatea forței Fa. Rezultă că mărimea fizică intensitatea 
forței poate fi elaborată, 

„Procesul de elaborare al noţiunii de mărime fizică cere îusă şi un al 
treilea criteriu: acela al comparaţiei. Prin acest criteriu se caută să se sta- 
bilească nu numai dacă o mărime este mai mare decît alta, ci „de cîte ori” 
este mai mare, În acest scop, fiecărei clase de echivalență i se ataşează un 
număr real, Aceste numere nu pot fi atribuite însă in mod arbitrar. În 
primul rînd trebuie respectată ordinea claselor de echivalență, deci funcția 
care stabilește corespondenţa între clasele de echivalență si mulțimea nume- 
relor reale trebuie să fie strict crescătoare, În al doilea rînd, raportul a două 
mărimi de aceeaşi natură trebuie să rămînă acelaşi, De aici rezultă cà func- 
ţia / trebuie să fie liniară, deci de forma 


f(x) x4 /(0), k>0, 
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Rümin două constante arbitrare k si /(0). Rezultă că se pot atribui 
numere arbitrare numai la două clase de echivalență. Pentru celelalte clase, 
numerele ce trebuie atașate rezultă din expresia funcţiei f(x). 

De exemplu, la măsurarea temperaturilor, clasei de corpuri care au 
temperatura gheții ce se topește și clasei de corpuri care au temperatura 
apei ce fierbe la presiune normală (760 mm Hg), li se atribuie în mod con- 
venţional, respectiv valorile: 0 si 100° (scara Celsius) , 0^ și 80° (scara Réaumur), 
32^ şi 212 (scara Fahrenheit), 273° si 373^ (scara temperaturilor absolute). 

în mecanică şi în general în fizică, sistemele de unităţi folosite au 
convenţia de zero pentru aceeași cJasá de echivalență, care se impune adesea 
în mod natural. Ceea ce diferă de la un sistem la altul este convenția cu 
privire la clasa căreia i se atribuie numărul unu. Un obiect fizic oarecare 
din această clasă poartă numele de unitate de măsură a mărimii fizice res- 
pective. 

Se poate da o definiție a mărimii fizice independent de unitatea 
de măsură aleasă. În cele ce urmează vom folosi noțiunea de mărime fizică 
în sensul clasic. Vom observa că, o dată fixate convenţia de zero și conven- 
fia de unitate, pentru a atribui valori numerice celorlalte clase de echi- 
valență vor trebui efectuate măsurători ale mărimilor fizice, care carac- 
terizează obiectele din clasele respective. 

Importanța măsurării a fost precizată de către marele savant rus 
D. Mendeleev prin fraza, „ştiinţa începe acolo de unde începe măsurarea”. 

Prin măsurare se înțelege compararea pe cale fizică (experimentală) 
a unei mărimi M dintr-o clasă oarecare cu mărimea de aceeaşi natură U 
din clasa căreia i s-a atribuit în mod convențional numărul unu (unitatea 
de măsură). 

Rezultatul măsurării este un număr n care arată de cîte ori mărimea U, 
respectiv unitatea, este cuprinsă în mărimea M, adică: 


Numărul s, care se obține ca rezultat al măsurării, este un număr 
abstract şi se numește valoare numerică a mărimii M. R 
Mărimea fizică se exprimă sub forma unui produs între valoarea numeri- 


cá $i unitatea de măsură. 


mărimea=valoarea numerică x unitatea 


sau, cu notafiile folosite: 
M=nU 


şi exprimă ecuafía. fundamentală a măsurării, — . A 
Rezultatul măsurării unei mărimi va fi întotdeauna exprimat prin 


valoarea acelei mărimi (număr) $i a unității de măsură folosită în măsura- 
re (denumire), 


1A se vedea R, Răduleţ sl. A, Pimotiu, O fundamentare a calculului cu 
mărimi fizice, independent de unităţile de măsură, Academia R.P.R, filiala Iagi, Studii ji 
Cercetări Ştiinţifice, Pizică și ȘUinţe Telnice, Anul XI, Pase, 2, 1 


Scanned with CamScanner 


17 


88 GENERALITATI 


Exemple: 5 m (5 metri); 12 s (12 secunde) etc. 


Măsurările se execută experimental pe cale fizică cu mijloace de másu- 
rat (aparate, substanţe, corpuri, instalații etc.) care servesc la compararea 
mărimii de măsurat cu unitatea de măsură, cu precizia metodei sau a apa- 
ratului de măsurat utilizat. 


Nevoia măsurărilor s-a născut din cele mai vechi timpuri apărînd în comerţ, măsu- 
zarea terenurilor si distanțelor etc. Chinezii, egiptenii, babilonienii, grecii vechi, romanii etc. 
foloseau măsuri de capacitate, lungime, greutate ctc. Balanța egipteană şi cîntarul roman 
erau recunoscute și folosite în toată lumea antică. Astfel, marea balanță de la templul lui 
Amon din Teba — Egipt (secolul al XV-lea î.e.n.) era recunoscută ca cea mai precisă balanță 
a antichităţii. 

Unităţile erau însă foarte diferite, de la ţară la țară şi de la epocă la epocă. 


La 8 mai 1790, la propunerea lui Talleyrand, Adunarea Constituantă Franceză aprobă 
proiectul de unificare şi sistematizare a măsurilor şi însărcinează Academia de Științe Fran- 
ceză să găsească un sistem simplu si ştiinţific de măsurat. 


Astiel a apărut sistemul metric, care a fost apoi generalizat în toate țările de pe glob, 
afară de țările anglo-saxone, — Anglia, Statele-Unite ale Americii etc. 


Admiterea aproape unanimă a acestui sistem, care prezintă avantajul că este simplu, 
bine determinat $i se pot deduce unitățile de acelaşi fel una dintr-alta pe bază zecimală, 
s-a extins apoi la wnildfile mecanice, electrice, calorice şi optice. 


Adoptarea sistemului metric a fost făcută în baza convenției care s-a încheiat la Paris 
în ziua de 20 mai 1875 de către douăzeci de state participante; această convenţie a fost mereu 
perfecționată printr-un şir întreg de legiuiri și prin conferințe internaționale ţinute în anii 
1881, 1889, -1903, 1919 ete., statornicindu-se obligativitatea introducerii sistemului metric 
în statele respective, 


Știința măsurătorilor şi aparatele de măsurat au făcut mari progrese în ultimul timp. 
Nevoile industriale și cercetările ştiinţifice de mare precizie au contribuit foarte mult la 
aceasta. Numeroşi oameni de ştiinţă ca Ampère, Mendeleev și alţii, și-au legat numele de 
ştiinţa măsurătorilor exacte, iar institutele de cercetări şi industriile sînt preocupate intens 
de aceste probleme. 


Este absolut necesar ca unitatea de măsură să poată fi real reprodusă, 
cu precizia maximă posibilă, sub formă de etaloane. 

„Pentru unele mărimi (lungime, masă etc.) se poate realiza comod 
o unitate de măsură (metru, kilogram etc.) şi se poate evalua uşor de cite 
ori această unitate se cuprinde în mărimea dată, adică putem măsura direct 
aceste mărimi. Există însă alte mărimi (viteză, accelerație etc.), pentru care 
nu se poate realiza ușor o unitate de măsură şi măsurarea directă, prin com- 
paraţie, nu se poate efectua totdeauna. 

. Măsurarea indirectă a unei mărimi M se face în acest caz, müsurind 

direct mărimi de specii diferite, cunoscute X, Y, Z, ale căror valori numeri- 
ce x, y, z sint legate de mărimea M printr-o relaţie oarecare de forma: 


M=f(x, y, 2) 
în care, după cum se va vedea, vom face, printr-o alegere judicioasă a uni- 
tüfilor, să nu figureze coeficienţi care să depindă de unităţile respective. 


Astfel, accelerația gravitaţiei g se măsoară indirect din formula pendulului: tai 


Li 
care dă pentru acceleraţie: gonit, ! și 4 măsurindu-se direct. 


E 
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Valorile a două mărimi de aceeaşi natură se pot aduna după regulile 
a te sapă numai dacă reprezintă rezultatul unor măsurări făcute cu aceeaşi 
unitate, 

Produsul unui număr oarecare de mărimi, inclusiv de factori numerici, 
se formează după regulile obișnuite ale produselor algebrice. 

, , Factorul simbolic al produsului, rezultat din înmulțirea factorilor 
simbolici ai fiecărei mărimi, reprezintă o unitate derivată, diferită de obicei 
de factorii din care provine. 

„Unităţile şi mărimile în diferite operaţii vor fi tratate ca factori al- 
gebrici, aplicîndu-li-se toate regulile algebrice. 

Dacă măsurăm mărimile de aceeaşi speţă Q, şi Q, cu aceeaşi unitate U, 
rezultatele măsurării vor fi: 


din care se deduce imediat 


$n 

9. aa 
adică raportul a două mărimi de aceeași speţă Q, si Q, este egal cu raportul 
valorilor numerice g, si gs, care se măsoară cu aceeași unitate U. 

$ 2. Mărimi şi unităţi fundamentale. Mărimi şi unităţi derivate. 
Din definiția operaţiei de măsurare, rezultă că pentru a măsura mărimile 
fizice ar trebui să avem tot atîtea unități de măsură diferite cîte mărimi 
fizice diferite avem. 

În realitate, mărimile fizice sînt legate prin legi si definiţii determi- 
nate, care simplifică problema alegerii unităților. 

Mărimile fizice alese se numesc mărimi fundamentale, iar unitățile 
de măsură corespunzătoare — unități fundameniale. 

Restul mărimilor fizice deduse din mărimile fundamentale pe baza 
ecuațiilor de definiție alese pentru aceste mărimi, se numesc mărimi deri- 
vafe, iar unitățile respective, unități derivate. 

Astfel, viteza unui mobil in mişcare uniformă, care parcurge spațiul s în timpul 1, v=s/t 
definește viteza ca mărime derivată faţă de mărimile fundamentale: lungimea şi timpul. 

$ 3. Sisteme de unităţi. Examinind unitățile mărimilor geometrice, 
vedem cá putem reduce numărul de unităţi arbitrare, definind astfel un 
sistem de unități coordonate, care să cuprindă o unitate fundamentală 
(lungime) si două unităţi derivate (aria si volumul). 

În cinematicá sînt suficiente numai două unități fundamentale (lun- 
gime si timp) pentru a exprima celelalte unități ale mărimilor care se folo- 
sese (viteza, accelerația etc.) în funcţie de unităţile fundamentale. 

Definim astfel pentru fiecare domeniu de măsurare sau pentru o serie 
de domenii de măsurare, sistemul de unități, drept totalitatea unităților 
derivate, care cuprind un domeniu determinat de măsură sau o serie de 
domenii de măsurare. 

Mărimile fundamentale se aleg astfel încît să fie independente. 

Mulțimea tuturor mărimilor fundamentale distinct alese ca bază a 
sistemului de unităţi respectiv, formează sistemul fundamental de măsură. 
În Introducere s-a văzut că Mecanica se bazează pe trei noțiuni fundamen- 
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tale: spaţiul, timpul şi masa, de unde si cele trei unităţi fundamentale 
corespunzătoare, E 

Există mai multe sisteme de măsură, după mărimile fundamentale 
care intră în compunerea lor: | 

a) sistemul fizic de măsură care are la bază ca unităţi fundamentale; 
lungimea, masa si timpul (LMI); 

b) sistemul tehnic de măsură care are la bază ca unități fundamentale: 
lungimea, forța, timpul (LI'T). 

Principalele sisteme de măsură sînt arătate în tabela 2, 


Tabela 2 


Unităţile fund: atale de măsuri 


Sisteme 


| ~ -UnMAj de măsură folosite 
Denumire L M 
ccs 1 em 1g 
Sisteme Sistem fizic — 
fizice MKS 1m 1 kg 1s practic | 
ii Sistem fizic — 
MTS 1m 1t | industrial 
» | - i 


| Sisteme | Denumire | L 


fie DES | Im | 1x FEN - 


Pentru terminologie şi simboluri în mecanică a se vedea şi STAS 1814-50. 


Sistemele fizice, spre deosebire de sistemul tehnic, au în prezent o 
utilizare mai extinsă, datorită faptului că în sistemul MKÍS unitatea de 
forță kgf este o mărime dependentă de accelerația gravitaţiei terestre (va- 
riabilă cu 'locul unde se face măsurarea). 


$ 4. Dimensiuni, Întrucît unităţile derivate provin pe baza relațiilor 
matematice, din unități fundamentale, variaţia unităţilor fundamentale 
atrage după ea variația unităților derivate, 

Va trebui deci să se gáseasscá în special pentru cazul cînd se modi- 
fică modulul unităţilor sau se recalculează valoarea numerică a unei mări- 
mi fizice, la trecerea dintr-un sistem de unităţi în altul — o astfel de relafie, 
prin care să se poată stabili: 

— Variația unităţii mărimii fizice derivate, în funcție de variația 
unităților fundamentale; 

— variaţia valorii numerice a rezultatului măsurării mărimii fizice, 
în funcție de variația unităților utilizate, 

O astfel de relație, expresie a unității de măsură derivate, în funcţie 
de unităţile de măsură fundamentale, după definiția lui Maxwell, 
ecuația de dimensiuni a unității mărimii date, şi poate fi priv 
nifie succintă și ca o caracte 


e numeşte 
ă ca o defi- 
ristică a naturii fizice a mărimilor derivate. 


1 Unitatea admisă recent 


] pun forţă este newtonul (N), 1 N=10° dyn. Unitatea 
folosită pînă în prezent eru 1 kg ^ 
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Dacă se consideră un sistem de măsură oarecare — de pildă sistemul 
absolut de măsură — lungime, masă, timp si notăm unitatea fundamentală 
de lungime, masă si timp, respectiv cu L, M, T, — atunci orice unitate 
derivată va fi o funcție omogenă de L, M, T: 


U —f(L,M,T). 


Dacá la o variaţie de n ori a unei unități fundamentale, corespunde 
o variaţie n* a unităţii derivate, atunci se spune că unitatea derivată are 
dimensiunea a faţă de unitatea fundamentală care a provocat variaţia dată. 

Dacă o unitate derivată U are dimensiunea a faţă de unitatea funda- 
mentală L, dimensiunea B față de unitatea fundamentală M și dimensiunea 
y față de T, atunci ecuaţia de dimensiuni a unităţii derivate U va fi: 


[U]21I*MPT* 
in care: 
[U] este dimensiunea márimii U, i 


iar «, B, y pot fi numere întregi, fracfionare, pozitive, negative sau chiar nule. 

Pentru a nu se confunda expresiile legilor fizice cu formulele de dimen- 
siuni, unitățile absolute și formulele lor de dimensiuni se înscriu în paran- 
teze drepte. 

O ecuaţie de dimensiuni a unei mărimi derivate se referă întotdeauna 
la un sistem de unități bine determinat. Importanța ecuaţiei de dimensiuni 
pentru caracterizarea naturii fizice a mărimii derivate, este foarte mare. 
Astfel, dacă ecuația de dimensiuni a unei mărimi A în sistemul LMT 


va fi de forma: 
[A4]2LMT-? 


(după cum se.va vedea, A corespunde unei forțe), avem posibilitatea de a 
judeca imediat cum va varia această mărime, dacă vor varia unitățile funda- 
mentale. De exemplu, din ecuația de dimensiuni se vede că, dacă unitatea 
de lungime crește de n ori, unitatea de forță va creşte de n ori; la creșterea 
unității de masă de n ori și forța creşte de » ori şi prin creşterea unității 
de timp de n ori, se micșorează unitatea de forță de n? ori. 

Trebuie precizat că dimensiunile, spre deosebire de unităţile de măsură, 
nu determină natura fizică a parametrului dat, ci exprimă numai forma 
dependenței lui de unitățile fundamentale de măsură. . 

Astfel, dupá cum vom vedea mai departe, lucrul mecanic, energia 
(mărimi scalare) $i momentul forței (mărime vectorială) au aceeaşi dimen- 
siune; LMT“? (în sistemul LMT), adică exprimă în aceeasi formă depen- 
denfa lor de unitățile fundamentale de măsură, dar natura lor este diferită. 
Utilitatea practică a stabilirii caracterului unităților este esențială pentru 
unitățile derivate, care uneori nu au denumiri proprii si sînt determinate 
numai prin denumirea care rezultă din ecuația de dimensiuni (m/s, 
km/h ete.), 

Ticuaţia de dimensiuni a oricărei unități derivate se face pe baza ecua- 
fiei de definiție, a relației care leagă mărimea dată de mărimile fundamen- 
tale alese sau de mărimi ale căror dimensiuni sînt cunoscute, iar pentru 
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dimensiunile mărimilor mai complicate se ține seama de următoarele pro- 
prietăți ale dimensiunilor: 

a) Dacă valoarea numerică a unei mărimi A este egală cu produsul 
(sau citul) altor două mărimi B si C, adică A=B-C sau 4=B/C şi dacă 
ecuaţiile de dimensiuni ale mărimilor B si C sint respecti 


[B]=L"M°T", [C] -1," Mr 


atunci ecuația de dimensiuni a mărimii A va fi: 
în primul caz: 


[4]- Lee ug 
sau in al doilea caz: 
[ALE MS, 


b) Dacă valoarea numerică a mărimii A este o putere n a valorii 
numerice a unei mărimi oarecare B atunci: 


[4]- I^^M*"Y^, 
Aplicaţii. P. Ecuația de dimensiuni a vitezei si accelerației in sistemul LMT: 


te] Er; [a]= 


2. Ecuația de dimensiuni a unei forţe în LMT: 
[Fl=ma= MII? 
3%. Ecuația de dimensiuni pentru unghiul plan (a) în sistemul LMT 


arc 
a= 


arcul fiind o lungime ca si raza; trecînd la dimensiuni avem: 
L 


o 


[x]- 


adică dimensiunile unui unghi plan în raport cu mărimile fundamentale sînt nule, 
. $ 5. Omogenitatea „mecanică. Legile fizice exprimă, în general, 
egalități între mărimi fizice. ` 
. „Orice egalitate între mărimi fizice are sens numai atunci cînd dimen- 
siunile termenilor care intervin în egalitate sînt aceleaşi. : 
Egalitatea în privinţa dimensiunilor constituie omogenitatea mecanică. 
Principiul omogenitáfii poate fi utilizat la: 
— verificarea oricărei formule teoretice sau empirice; 
— stabilirea formulei reprezentind o lege fizică: 
, ,- Stabilirea dimensiunilor si a semnificației fizice a coeficienţilor 
din formule. 
Aplicind acest principiu, se poate „Verifica de exemplu formula prin care se obține 
perioada de oscilație a unui pendul Dă (A 
8 
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Lüsind la o parte valorile numerice şi coeficienţii fără dimensiuni gi trecînd la dimen- 


siuni avem: 
4r 
Li 


L x 
“| TV = 


adică egalitate între ambii termeni în ceea ce priveşte dimensiunile. 


În sistemul LMT avem: 


Bineînţeles, verificarea omogenitáfii formulelor nu atrage după sine 
confirmarea cá şi coeficienții numerici sînt exacfi. 

De asemenea, stabilirea formulei unei legi fizice se poate face cu ajutorul 
principiului omogenitáfii, cînd experimental s-a stabilit relația între anu- 
mite mărimi. 


De exemplu se constată experimental că perioada de vibraţie a unei picături de apă, sub 
influența tensiunii superficiale, este funcție de masa și tensiunea superficială: 


t=fim, A). 
Scriind dimensiunile acestor mărimi avem: 
[4]2MT7?; [m]-M; [i]=T. 
Întrucît principiul omogenitáfii cere ca dimensiunile ambilor termeni să fie aceleași, 
rezultă că dimensiunea funcţiei căutate [/(m, A] trebuie să fie aceeași cu dimensiunea terme- 
nului întîi care este T şi'deci funcţia noastră nu poate fi decit un produs de o constantă 


numerică (fără dimensiuni) prin T cáci dimensiunea lui este: 


şi deci formula căutată va fi: 


RIT. 
A 


Aplicarea omogenității permite de asemenea să se stabilească dimen- 
siunea, adică semnificația fizică şi denumirea constantelor si coeficien- 
filor care intră în diferite formule. 


1 A 
Un exemplu îl avem în formula mișcării uniform variate: s=5 at+bi-te, unde prin 


1 
omogenitate se poate stabili semnificația fizică a coeficienţilor a, b, c: (L]=aaTi+bT-te. 


L 
Se vede că, pentru a avea omogenitate, a va avea dimensiunile unei accelerații s] bva 


avea dimensiunile unei viteze T 

$ 6. Sehimbarea unităţilor, Măsurarea diferitelor mărimi fizice se 
face cu unități de măsură potrivite, Totuşi, în aplicații, este nevoie uneori 
să se treacă de la unele unităţi la altele. 


L L 
| şi c ale unei lungimi [L]. Într-adevăr: Mda T+L. 
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Problema schimbării unităţilor se prezintă sub două aspecte: 

— schimbarea unităţilor în cadrul unui sistem de măsură ales; 

— schimbarea unităţilor în sisteme diferite. 

a) Schimbarea unităților în cadrul unui sistem de măsură ales. Într-un 
sistem de măsură ales, se poate schimba o unitate de măsură cu alta, dacă 
este necesar, rezultatul măsurării fiind altul. 

Necesitatea schimbării unităților de măsură apare întotdeauna la 
rezolvarea problemelor, atunci cînd mărimile fizice care intervin nu apar- 
jin unuia şi aceluiaşi sistem de măsură si dacă nu există o formulă special 
calculată pentru aceste unităţi. 


De exemplu viteza poate fi calculată în km/h din formula: 


km 
m 1000 km 
1-2 ——-8, 
s h l 
3600 


dacă spațiul este exprimat in metri si timpul in secunde, 


b) Schimbarea sistemelor de unități. Dacă mărimea fizică A, în sis- 
temul de unități IMT, are ecuația de dimensiuni: 


[4]—14M*T* (2.1) 
atunci, într-un alt sistem de unităţi XYZ, ecuația de dimensiuni va fi: 
[4]-X*v'z*. l (2.2) 


. În ambele cazuri, mărimea fizică A se va păstra, bineînţeles, aceeași 
şi aceasta ne permite să scriem: 


[A U^ M*T'— X" vz*, (2.3) 


Mărimile fundamentale din noul sistem de măsură (XYZ) exprimate 
în primul sistem vor fi: 


[X]- L'*MPr* (2.4) 
[Y]2L*M*T* (2.5) 
[2] -L^M*T* (2.6) 
şi deci ecuaţia (2.3) devine: 
teal IEM? — (LAMY (LEM A eMe 2-7) 


LAMPY = Eb Een atbh Eyre by ber (28) 


P aici urmează cá ecuațiile generale de transformare ale unităților 
vor fi: 


a=aa -t bagt Cx 
P=api- bBarH epa (2.9) 
Yd byat cys. 
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Tabele cu transformări ale unităţilor se găsesc în Manualul Ingine- 
rului, vol. I, p. 390—395, Editura Tehnică, 1954. 


Aplicaţii. 19. Să exprimăm lucrul mecanic din sistemul LMT în sistemul LFT. 
Transformám ecuația dimensională a lucrului mecanic din sistemul LMT în sistemul LFT. 
În sistemul LMT: 

A ]=12MT-2, 
În sistemul LFT: ja 
x A]—Ttphre, 
Mărimea fiind aceeaşi: pu 

LeMT-—L^pUT., 
Exprimînd mărimile fundamentale LET în sistemul LMT avem: 
L—IAMOTO; P—IJMIT 2; 'T=10MOTI 
de unde: 
2—a-4b; 1=b; —2——2b-4c. 


Rezolvind sistemul de ecuaţii de transformare găsim: 
a—1; b—1; c=0 
deci, în sistemul LET, lucrul mecanic are dimensiunea LP. | 


Faptul că mărimea A se păstrează aceeaşi, indiferent de sistem, face să putem scrie 
pentru unitatea de măsură: 


m cm? 
U kgf 1 m] pep 1000 g DT. 100 em—1 000 - 981 - 1008. A —9,81 + 107 erg 


[1 kilogram forfá-metru]r pr= [9,81 - 107 ergi]rarr (GS) 
Adică unitatea tehnică de lucru mecanic este de aproximativ 10% mai mare'decit 


nnitatea CGS. 
20, Să stabilim semnificaţia constantei în formula care dă suprafaţa cercului în funcţie 


de diametru: P 

S-KD*; K=ji 
$i trecînd la dimensiuni: 
t5] 
[D? 
adică coeficientul K nu are dimensiune, este un număr a cărui valoare depinde de unitățile 


în care se măsoară diametrul şi suprafața. 
Dacă se iau ca unități de măsură pentru lungime 1 m, iar suprafața 1 m?, atunci 


valoarea lui K va fi, după cum se stie K zmn[4: 


[K]= 


4 


Dacă se iau- ca unități de măsură pentru lungime 1 m, iar pentru unitatea de suprafață, 
suprafața unui cerc al cărui diametru este egalcu 1 m, atunci K—1 gi formula cercului va fi: 
S-D*. 


în acest caz, formula suprafeței pătratului va fi S— K,I*, în care Ky=4/r şi formula 


suprafeţei pătratului în aceste unităţi va fi Seal. 
Suprafaţa sferei în funcţie de diametru, în acest caz, at fi dată de S—4D?. 


$ 7. Unităţi fundamentale ale sistemelor generale, 
Unităţi de lungime. În Sistemul Internaţional de unități de măsură, 
unitatea fundamentală de lungime este metrul (m). Metrul este lungimea 
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egală cu 1650763,73 lungimi de undă, în vid, ale radiaţiei care corespunde tran- 
ziţiei atomului de kripton — 86 între nivelele sale 2 p,, si 5 d; (STAS 737-82). 
Această definiție a fost aprobată de către a 11-a Conferinţă Generală de 
Măsuri și Greutăţi din 1960 prin rezoluția a 6-a. Aceeaşi rezoluţie abrogă 
definiţia metrului din 18891 bazată pe prototipul internațional și stabilește 
ca acest prototip Int al sancționat de către prima Conferinţă Generală 
de Măsuri si Greutăţi din 1889, să fie păstrat în biroul Internaţional de 
Măsuri și Greutăţi în aceleași condiţii ca cele fixate în 1889. S. 

Acest etalon nu poate varia cu mai mult de 0,2 microni, precizie care 
astăzi nu mai este suficientă. Actualmente se pot efectua măsurări de lun- 
gime cu o precizie de 0,000025 mm, adică 0,025 microni. 

În R.P.R. serveşte ca etalon naţional prototipul ur. 6 c, atribuit 
în acest scop în 1895 de Conferința Generală de Măsuri şi Greutáfi. El se 
află în păstrarea Direcţiei Generale pentru Metrologie, Standarde şi Invenţii. 

În sistemul CGS: centimetrul (cm), este a suta parte din metrul definit 
mai sus. 

Unităţile de masă. În sistemul SI unitatea de masă este kilogramul 
(kg). Kilogramul este masa prototipului internafional de platină iridiată, 
sancționat în anul 1889, de Conferinţa Generală de Măsuri şi Greutáfi si 
păstrat la Biroul Internaţional de Măsuri si Greutăţi din Sèvres — Franfa. 

În R.P.R. serveşte ca etalon național prototipul nr. 2 atribuit în acest 
scop de Conferința Generală de Măsuri și Greutăţi din 1889. El se află in 
păstrarea Direcţiei Generale pentru Metrologie, Standarde şi Invenţii. 

, În sistemul CGS: gramul (masă), care este 1/1000 din kg (masă) definit 
mai sus. 

Unitatea de timp. În toate sistemele unitatea fundamentală de timp 
este secunda (5). Secunda (de timp mijlociu) reprezintă a 88 400-a parte 
a zilei solare mijlocii. 

Anul tropic (adică intervalul mijlociu dintre două treceri consecutive 
ale soarelui la punctul echinoxial mijlociu de primăvară), are 365,242 198 79 
de zile solare mijlocii. 


. . Ora standard și implicit secunda sînt determinate de Biroul Interna- 
fional al Orei din Paris. 


Conservarea şi difuzarea orei în R.P.R. este în sarcina Observatorului 
Astronomic din București, 

Unitatea de forță în sistemul SI este Newtonul (N). 

Newtonul este forța necesară pentru a imprima, în vid, masei de 1 kg 
o accelerație de 1 m/s, 

Pînă în ultimul timp, ca unitate de forță s-a folosit mai mult kilo- 
gramul-forță, care reprezintă forța a cărei valoare este egală cu greutatea 
prototipului internaţional de masă, definit mai sus, măsurat în vid, la 
accelerația normală a gravitaţiei de 9,80665 m/s2. 

,, In afară de unitățile fundamentale definite mai sus, mai sînt şi uni- 

tățile derivate, dependente de sistemul ales. Pentru unitățile fundamentale 
şi unităţile derivate s-a întocmit tabela 3. 


iridiată, sai j Ne la temperatura de 0°C, a prototipului internaţional de platină 
l plati 

idiatá, sancționat în 1889 de Conferinţa Generală de Măsuri si G i am 

Internațional de Măsuri și Greutăţi din Stvres-Pranţa. * IB. ai patratis Biron 
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j Tabela 3 
- A): Unităţile mărimilor geometrice şi mecanice 
: ie ^ Dimensiuni Saititi fu sis S AI 
MERI" — Ecuația pei pet] Si "Unităţi în sistemul 
definiţie | LMT LFT cos [| si MKIS 
Iungime ge h i L 1 en | m m 
| 1 | X | y 
"Masă c m dors Miere g —| kg Lid À 
[| a | m 
Timp | tts - dT T s s s 
Arie | a -n 12 ES em? m? mi 
Volum | V | EI L? 15 em? ` | m? m? 
ie | | cae 
Unghi plan a => 1 1 rad rad rad 
Viteză v v$ Tri | Art | emjs m/s m/s 
Accelerafie a a=} LT-? | cm/s? | m/s | m/s? 
| 
| Viteză unghiulară! o o=} mi |> rt | raajs | sad[s | radjs 
p |: 
Acceleratie 29 2 2 aJs? | rad/s? ajs: 
ceea s |% m "e rad/s? | rad/s? | rad/s 
Perioadă | T r=2 T T s s s 
Frecventá f gt Hz Hz Hz 
Fortá F F-ma? | LMT? | F dyn N Lu 
| Percusiune | P | Pert | im] rr dyns | Ns ES 
irse | | 
Momentul uuei | SI sr? dyrem | Nm kgfm 
fore (cuplu) | M | M=ri M 
— x | 
Impuls (cantitate| zy H-—ms | LMT^ | FT gem | | kgis 
de mișcare) s | | 
di | | [rn i 
| cl 
Energie 1 Taur? | w erg J kgfm 
| tie n 
: "a AR -— è | Tug 
Lucru mecanic | W,L |L-FIcos(F,l)) T4MT ?| ne erg | J | kgf-m 
| — 


1 Definiţia în sistemul MKfS. — 
2 Definiţia în sistemele CGS şi SI. 


7 Mecanica. teoreticii 
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Tabela 3 (continuare) 


(0 p CT apa Unități fn Sistemul 
bi e S. ra M a a Par qo 3 
Marimea [Simbol d EE VT TERN. 
Putere P | pt [rer iwm | egs | w kgt-m/s 


Moment de iner- | 
fie al masei | | 


J=m!? liM LET? gem? kg'm? | m'kgf's? 


= 


| em kg-m 
Moment cinetic | K LET gem gm? 


mekgf:s 
r | $ 5 
Presiune | P L-  dynm?| N/m? | kgfjm? | 
ires in | e ITINI | gom? | kg/m? |kgfs?/mi 
| 


Greutate speci- 
fică 


LP | dymfeme| N/m? | kgt/ms 


Observaţie. În sistemul MKIS, se notează uneori cu „u“ unitatea tehnică de 

B x20 kgfst 
masă, adică u=— =, 

m AJ 

Unităţile alese se folosesc cu multiplii şi submultiplii lor, formaţi 

pentru toate unitățile în sistemul zecimal. Fac excepție timpul şi submul- 

tiplii vechi ai unghiului drept "(formaţi în sistemul sexagesimal). De ase- 

menea fac e&cepfie sistemele anglo-saxone, care nu respectă sistemul zeciinal. 


În tabela 4 sînt date prefixe şi simboluri pentru multiplii şi submul- 
tiplii zecimali. 


[ Tabela I 
Prefixe si simboluri pentru multiplii si submultiplil zecimali 
Factori de multi- Factori de multi- 
Prefixe Simboluri | plicare a unităţilor Prefixe Simboluri | plicare a unităților 
de referinț; de referință 
pico P 10-12 deca da 10! 
nano n 10-9 lecto h 10: 
micro | p 10-8 i kilo k 103 
centimili | cm 10-5 miria ma 1w 7 
decimili | + dm 10:1 hectokilo hk 105 
mili m 10:3 mega M 105 
centi c 1072 giga G 10^ 
deci d 10:1 tera T 10 | 
- - 10 | 


Ma In sistemele CGS și SE 
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Scrierea prefixelor si simbolurilor pentru multiplii si submultiplii 
valorilor care nu se găsesc în tabelă, precum şi formarea prefixului compus 
etc., se face după regulile cunoscute, 

$8. Unităţi cu denumiri speciale şi unităţi în afara sistemelor. În 
afară de unitățile sistemelor generale şi cu utilizare restrînsă, în practică, 
în tehnică şi fizică, se folosesc diferite unități care nu se încadrează în 
nici unul dintre sistemele studiate pînă acum. Ele sînt în circulație. dato- 
Moi cp practic pe care-l prezintă sau în virtutea tradiţiei utili- 
zării lor. 


$ Principalele unități de acest fel, care se folosesc în unele impreju- 
rári, sint: 


Lungime Micron (u) 1 u=10-4cm 
Angstróm (A) 1 À—10-5 cm 
Unjtate X (U.X.) 1 U.X.—10-! cm 
An luminá 1 an lumină: 9,461-10-1? km 
Parsee , 1 parsec=390,84-10-12 km 
Milă marină (Mm) 1 Mm=1 852 m 
"fol 1 
Suprafaţă: Ar (a) 1 
Hectar (ha) 1 
Volum: Ster (st) 1 
Capacitate: Litm (l) 1 
Dublu decalitru (ddal) 1 ddal—20 1=20 dm? 
Unghi plan: Miime adevărată (ma) 1 mg—10-? rad 
Masă: Mol (mol) cantitatea de substanță a cărei masă, 


exprimată în grame, este numeric 
egală cu greutatea moleculară 


Oră (h) 1 h=60 min=3 600 s 
Nod (Nd) 1 Nd-1 Mm/h=1 852 m/h 
Toná-fortá (tf) 1 tî=1 000 kgf 
1 chintal (q) 1 00 kgf 
Energie: Calorie mare (kcal) 1 427 kgt-m=4,18-1010 erg 
Calorie micá (cal) 1 
Putere: Cal-putere (CP) 1 
Presiune: Bar (bar) * 1 
Atmosferá fizicá (At) 1 
Atmosferă tehnică (at) 1 at—1 kgf/cm? 
Torr (torr) 1 torr=1 mm Hg 


Sistemul de unităţi legal în R.P.R. este sistemul zecimal. 


$ 9. Unităţi științifice. Pentru a se evita erori care s-ar datora unor 
factori externi greu de combătut (variația lungimilor din cauza variaţiei 
temperaturii, variația gravitaţiei cu latitudinea şi altitudinea etc.), s-au 
stabilit și unități științifice, care sînt practic invariabile, 

$ 9, Alte sisteme de unităţi. În afară de unităţile bazate pe sistemul zecimal, mai sint 
sisteme bazate pe tradiție sau pe alte consideraţii. Astfel, unitățile anglo-saxone şi americane 


sînt bazate pe un sistem tradițional, fără relaţii ştiinţifice între diferitele unităţi, ceea ce dă 
dificultăţi în calcule, De exemplu: 


1 yard==0,914398 m=3 picioare=36 degete 
1 livră= 16 uncii= 1/14 stone 
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1 HP=76,040 kgf'm/s . 

1 milá-8 forlongs=—3920 poles=1 760 yards—63 360 inches (pe uscat)—72 960 inches 
(pe mare). è 

Sistemul cel mai general este sistemul zecimal care simplifică considerabil calculele 
şi le usureazá din punct de vedere matematic. Avantajele se văd în deosebi in industrie si 
in calculele științifice şi tehnice, 


$ 10. Unităţi vechi do măsură, Piná la introducerea sistemului metric au funcționat 
atit in fara noastră cit si în alte ţări, unităţi de măsură locale cu caracter tradițional 
istoric, 


Astfel, în Muntenia, Moldova şi Transilvania s-au folosit următoarele unități: 
Pentru lungimi: stinjenul Șerban-Vodă, 1 stj=8 palme = 64 degete = 640 linii = 1,9665 m; 
1 prăjină=3 stj; 
stinjenul Constantin-Vodă avea 2,02 m; 
1 cot—9 rupi—16 grefi—0,664 m; 1 poştă avea aproximativ 10 000 stj. 
Stinjenul moldovenesc sau gospod: 1 stj—8 palme=64 palmace—768 linii--2,23 m. 
ina moldovenească avea 4 stj, iar cotul moldovenesc 0,637 m. ` 
Stinjenul transilvănean (cadastral): 1 stj=6 picioare= 144 țoli=1 728 linii= 1,89648 m. 
Pentru suprafețe: în Muntenia, pogonul reprezenta un dreptunghi cu o latură de 72 stj 
(24 prăj.), si cealaltă de 18 stj. (6 práj.), avind o suprafață de 144 prăjini pătrate=1 296 stj. 
pátrati—5.011,7891 m?, 
În Moldova, falcea avea 80 prăjini fălceşti=2 880 stj. pátrati—14 320,952 m2, 
În Transilvania, 1 jugár cadastral =576 prăjini pătrate—1 600 stj. pătrați=57 600 
picioare pátrate—5 754,6415 m?. 
Unităţile de greutate erau: . 
in Muntenia gi Moldova: ocaua—4 litre—1271,86 g (în Muntenia) şi 1 281 g (in 
Moldova). 
În U.R.S.8. se foloseau, în trecut, următoarele unităţi de măsură: 
Pentru lungimi: 1 verstă= 1,067 km; 
1 sajen (sj)=3 arșini=48 vergoci— 2,134 m. 
Pentru suprafeţe: 1 verstá pütrati— 1,138 km2; 
1 desiatină=1,093 ha; 
1 sajen pătrat =4,552 m?, 
Pentru greutăți: 
1 pud—40 funzi = 1 280 loţi=—16,38 kg. 


D. SIMILITUDINE, TEORIA MODELELOR 


$ 1l. Similitudine. Modele. Teoria similitudinii dinamice a fost 
enunțată pentru prima dată de Newton, care a aplicat-o in Mecanica flui- 
delor, După el, diferiți cercetători (Froude, Cauchy, Reynolds, Mach, 
Maiewski etc.) au formulat legi de similitudine, referindu-se în special 
la probleme din Mecanica fluidelor. 

La baza teoriei similitudinii stau dọuă postulate. 


,. l. Desfășurarea oricárui fenomen fizic poate fi exprimatá cu ajutorul 
mijloacelor de care dispun m 


ac t natematicile, în general printr-un sistem de 
ecuații funcționale care stabilesc relațiile dintre diferitele mărimi fizice 
caracteristice acelui fenomen, A 


2. Desfășurarea. unui fenomen fizic nu depinde de sistemul de unități 
în care sînt măsurate mărimile fizice caracteristice ale fenomenului studiat. 

Similitudinea are trei teoreme de bază: ! Y 

1) Valorile criteriilor de similitudine 


f omoloage a doud procese fizice ase- 
menea sint egale, b f 
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Teorema permite extinderea rezultatelor unor criterii experimentale 
la toate fenomenele asemenea celui studiat. 

YI M UE Pistons inițial de Newton (1686). A fost folosită de 

s picev în probleme de elasticitate, iar actuala formă a teoriei a 
fost dată de T. A. Afanasieva —HEhrenfest (1915) care a aplicat-o în analiza 
dimensională. 

2) Orice proces fizic poate fi descris cu ajutorul unor relații funcționale 
între criteriile de similitudine respective, 

Teorema a fost enunțată în 1911 de cărtre prof. Federman din 
Petersburg. 

9) Pentru ca două Procese fizice să fie asemenea, condiția necesară şi 
suficientă este ca ele să fie calitativ asemenea, iar criteriile lor de similitudine 
omoloage sd ia valori egale. 

_ Teorema a fost enunțată iniţial de prof. V. L. Kiripicev din Petersburg 
(1874), care a explicat-o la fenomene elastice, iar demonstraţia ei a fost 
dată de acad. M. V. Kiripicev (1930), ultima demonstraţie (1954) bazindu-se 
pe teoria grupurilor lui Lie. 

Similitudinea a devenit în ultimele decenii un instrument de cercetare 
în toate domeniile fizicii si tehnicii. 

Adesea similitudinea permite simplificarea unor probleme foarte compli- 
cate, precum și reducerea cercetărilor la un număr suficient de mic de 
cazuri tipice. 

În rezolvarea multor probleme importante din domeniul hidrodinami- 
cii, aerodinamicii, termotehnicii, elasticității etc. se întîmpină uneori 
dificultăți matematice imposibil de învins, iar alteori fenomenul studiat 
este atit de complicat şi depinde de atit de mulți parametri, încît nici nu 
i se pot stabili ecuaţiile mișcării. 

În astfel de cazuri, la construcția avioanelor, vapoarelor, digurilor 
și a altor construcții complexe se folosesc și metode experimentale, bazate 
pe teoria similitudinii și a modelelor. 

Experimentul are dublu scop: N , 

a) Permite ca dintr-un număr mic de experienţe să fie deduse legi 
valabile pentru multiple si variate fenomene din diferite domenii ale fizicii; 
: b) Permite înlocuirea studiului fenomenelor reale prin studiul fenome- 
nelor calitativ asemenea, la scară redusă (sau ampliticată), fenomene care 
pot fi realizate practic în laboratoare, j 

Pentru a ne da seama de modul în care se vor comporta anumite con- 
strucții proiectate și pe care le vom numi originale (sau prototipuri) se recurge 
adesea la executarea unor construcții similare, de obicei la o scară redusă, 
denumite modele sau machete, În scopul de a se stabili modul in care se vor 
comporta originalele în exploatare, se supun modelele în laboratoare la 
acțiuni analoge acelora la care vor fi supuse originalele. Înlocuirea studiului 
unui fenomen din natură prin studierea în laborator a unui fenomen analog 
pe un model redus sau amplificat, constituie studiul prin modelare, 

Studiul fenomenului fizic este înlocuit astfel prin studiul unui feno- 
men similar (de exemplu macheta unui baraj sau a unui avion) care se reali- 
zează practic mult mai comod şi mai ieftin, și asupra căruia se fae in labo- 
rator încercări similare celor la care va fi supus prototipul in realitate. 
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Vom aminti şi o metodă mai recentă, numită cromoplasticitate, care 
foloseşte un material special (cromoplastic) pentru studiul pe modele al 
comportării pieselor intrate în zona elasto-plasticá!, ! 

Se fac astfel măsurări de traiectorii, timpuri, viteze, accelerafii, 
forțe, tensiuni, lucruri mecanice, puteri, temperaturi etc. p 

Similitudinea fizică poate fi considerată ca o generalizare a similitu- 
dinii geometrice, Din geometrie se stie că două figuri geometrice sînt ase- 
menea, dacă lungimile lor corespunzătoare sînt în același raport de asemănare, 
numit scară. 

Vom spune, prin analogie, că două fenomene fizice sînt similare, dacă 
putem obține caracteristicile unuia, din ale celuilalt, printr-un simplu 
calcul, pe baza scărilor respective. 

Dacă toate mărimile care iau parte la fenomenul mecanic se transpun 
asemenea de pe original pe model, avem similitudine mecanică generală. Pen- 
tru un astfel de model sînt valabile toate legile aplicabile originalului. 


~ Deoarece unele mărimi ca acceleraţia gravitaţiei, greutatea specifică, 
coeficientul de elasticitate, frecarea etc. nu pot fi modificate după voie, 
în practică se utilizează o similitudine incompletă, obfinindu-se similitudi- 
mea numai pentru mărimile de bază ale fenomenului. 


Problemele similitudinii a două sisteme de puncte materiale pot fi 

“< examinate din diferite puncte de vedere, în funcție de care avem următoarele 

feluri de similitudine: geometrică, statică, cinematică, dinamică, termică etc. 

În cele ce urmează se vor nota, în genere, cu litere mici mărimile pe 

model si cu majusculele respective mărimile pe prototip. În cazul cind tre- 
buie să folosim aceeași literă atît 


pentru, dimensiunea modelului, cit si 
pentru aceea a prototipului, aceasta se pune în paranteză. 


, 8) Similitudinea geometrică. 1n similitudinea geometricá intilnim nu- 

mai spațiul. Similitudiriea geometricá se referă numai la forma corpului, 

` care trebuie să aibă lungimile omoloage proporționale, iar unghiurile omo- 

loage egale. În geometrje avem o singură mărime fundamentală, lungimea 

[L] cu ajutorul căreia pot fi măsurate toate mărimile geometrice: unghiuri, 

lungimi, suprafețe, volume, ale căror formule de dimensiuni sînt respectiv 
(19), Q2), (L2), [L3]. ] 


) 


Notînd cu / lungimile pe model şi cu L pe prototip avem: 


scara lungimilor La (2.10) 
scara suprafețelor dM (2.11) 
seara volumelor Myr 


(2.13 
de unde rezultă că, pentru model vom avea: 


PAL, ANA), VW), 


1 „Cromoplasticitatea” = Stefan n 3 
v, pa iaer titola Stela Alan, 5, Răutu, 


Academia RPR ur. 11/1058. 
[ 


N.Geoldenber:y, 
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b) Similitudinea cinematică, Spunem că mişcările a două sisteme 
sint cinematic asemenea dacă traiectoriile mișcărilor ambelor sisteme sint 
geometric asemenea si dacă vitezele tuturor punctelor omoloage ale siste- 
melor sînt în același raport. 

n similitudinea cinematică se folosesc două scări fundamentale: 


scara lungimilor (2.10) 4 
si 

scara timpurilor — ! WA (2.13) 
unde / este timpul fenomenului pe model, iar T este timpul corespunzător 


pe prototip. . 
Scara vitezelor corespunzátoare pe model si prototip este 


(2.14) 
Scara. accelerafiilor, este 

a T 
TT " (2:15) 

Scara turaţiilor este aceeași cu a vitezelor unghiulare: 
mia 2.16) 
(m) (9) (2.16) 

iar scara accelerafiilor unghiulare este 

S ed (2.17) 


(e) 

c) Similitudinea. dinamică. Două sisteme de puncte materiale sînt 
dinamic asemenea, dacă, pe lîngă. similitidinea cinematică, au masele 
într-un același raport și dacă sînt egale raporturile între forțele omoloage 
care acționează asupra punctelor omoloage ale celor două sisteme. ' 

În dinamică există trei scări fundamentale: scara lungimilor A dată 
de (2.10), scara timpurilor « dată de (2.13) şi scara maselor 


= (2.18) 


unde m este masa pe model, iar M este masa respectivă pe prototip. 
Pentru viteze folosim seara (2.14), iar pentru accelerații scara (2.15) 


de la similitudinea cinematică, — . i 
Notînd cu f forja pe model şi eu F forţa respectivă pe prototip, pe 


baza legii a doua a lui Newton obținem scara forţelor: 
py. UK UM ls AC 
qo UM M pou 


adicá: 
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Expresia x=)ur”? este cunoscută sub denumirea de ecuația caracteris- 
tică a lui Bertrand; ca stabileşte relaţia fundamentală între cele patru 
scări principale de similitudine 2, p, « și x. MM 

Pentru celelalte mărimi derivate se obţin imediat următoarele scări: 
scara lucrului mecanic 


(yhp, (2.20) 
scara puterilor 
5 Hir oripa, ^, (2.21) 
scara greutăților specifice 
goste, (2.22) 
scara densitáfilor E 
1$ 7ajv; uh (2.23) 


Cu aceste scári se lucreazá in diferite legi de similitudine, numite uneori 
si legi de modelizare. 1 

$ 12. Legea generală de similitudine a lui Newton. Să admitem un 
sistem de puncte materiale A; considerat ca model $i un al doilea sistem 
de puncte materiale (4;) considerat ca prototip, asemenea cu primul sistem, 
din punct de vedere geometric, cinematic şi dinamic. 

Fie-), u şi 7 cele trei scări ale mărimilor fundamentale, date respectiv 
de expresiile (2.10), (2.18), (2.13). 

Să determinăm scara care trebuie aleasă pentru forțe, astfel încît 
să existe similitudine dinamică pentru mişcările celor două sisteme de puncte 
materiale. 

Pentru aceasta este necesar ca;ecuafiile diferenţiale ale mişcării mo- 
delului si prototipului să fie identice, 

a cum se va arăta în dinamică, ecuațiile mișcării sistemelor sînt 
date de principiul lucrului -mecanic virtual sub forma: E 
E(Fi— ma) r =0 (2.24) 
pentru model si ` 


ELF) -M qa)1(9—0 (2.25) 
pentru prototip, unde prin F; s-a notat rezultanta forțelor date aplicate 
în punctul 44 de masă m, si acceleraţie aj, prin 8r; deplasarea virtuală a 
punctului 4, de pe model, iar prin (E), Mi, (aj) si S(r) mărimile respec- 
tive ale punctului (44) de pe prototip. 


- Forțele —mia, si —Mi(a) sint forțele de inerție cores punzătoare 

punctelor Aş și (44). . d à dci 

, , Tinind seama de scările à, ps ale mărimilor fundamentale, raportul 
dintre valoarea forţelor de inerție pe model şi prototip este 

nya, 

Miu 


= pr? 


=x. (2.26) 


Scanned with CamScanner 


CALCULUL CU MĂRIMI FIZICE. DIMENSIUNI. UNITĂŢI. OMOGENITATE. SIMILITUDINE 105 


Condiţia necesară si suficientă pentru ca ecuațiile (2.24) si (2.25) 
să fie identice este ca forţele F, şi (F) să fie în același 'raport z=)uT? 
dat de (2.26), de unde rezultă: $309 4 25m Vlt i M 


Fu Pur). (2.27) 


Relaţia (2.26) exprimă legea de similitudine a lui Newton. 

Din relația (2.27) rezultă: 

a) Forţele respective de pe model și prototip trebuie să fie paralele. 
b) Raportul modulelor lor trebuie să fie constant și egal cu 


x= t, 


Legea similitudinii se poate obține şi pe calea ecuațiilor dimensionale 
ale mărimilor care intră în ecuațiile mişcării. Astfel, să considerăm o miş- 
care oarecare a unui sistem din natură și să schimbăm unitățile cu care 
se măsoară valorile ce intră în ecuația de mișcare. Dacă micgorám unitatea 
de lungime de à ori, unitatea de masă de y ori si unitatea, de timp de ^ ori, 
unitatea pentru măsurarea forțelor se va micșora de Auc? ori. Rezultă cá 
cifrele care reprezintá valorile lungimilor, maselor, timpurilor si forfelor se 
vor mări respectiv de A, pu, 7 si x ori; noile cifre trebuie să satisfacă ecuaţiile 
anterioare ale mișcării. Această a doua demonstraţie a legii generale a | 
similitudinii ne prezintă legea similitudinii în dinamică ca o consecinţă 
a omogenitáfii tuturor termenilor care intră în ecuaţiile de mișcare. 

Ca exemplu să considerăm mişcarea centrală a două sisteme, forța 
de atracţie fiind proporțională cu masa punctelor şi cu distanța lor la 
puterea n. Raportul forțelor de atracţie ale celor două sisteme este: 

mr” 

p e» 


z= 


Din egalarea expresiei (2.28) cu (2.19) rezultă: 
z=". (2.29) 


Considerînd că punctele descriu orbite în jurul centrului atractiv [^] 
rezultă că + este egal cu raportul timpurilor de rotaţie a maselor în jurul 
lui 0. 

În cazul particular n=—2, adică atunci cînd forța de atracţie este 
invers proporțională cu pătratul distanțelor, formula (2.29) devine: 


Ti 
care exprimă cá pátratele timpurilor de rotaţie sînt proporţionale cu cuburile 
distanțelor; se găsește astfel pe această cale cea de-a treia lege a lui Kepler. 


$ 13. Legile speeiale de similitudine. Legea de similitudine a lui 
Newton impune ca toate forţele care acţionează asupra celor două sisteme 
considerate să se găsească în raportul x dat de (2.26). 

Deoarece în practică nu toate forțele pot fi reduse în acest raport, 
se consideră în fiecare caz în parte numai similitudinea acelor forţe care se 
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considerá predominante pentru fenomenul respectiv, neglijindu-se forțele 
secundare. Astfel, după natura forțelor considerate ca predominante, se 
obțin diferite legi speciale de similitudine, de forma: 


-40). (2.30) 


Fără a intra în studiul legilor speciale de modelizare, vom cita pe 
cele mai importante. M 

a) Dacă se consideră că forțele principale care produc mişcarea sînt 
forțele de gravitație se obține legea de similitudine a lui Froude: 


Vi. (2.31) 


b) Dacă se consideră forțele elastice ca forțe predominante se obține 
legea de similitudine a lui Cauchy: 


2-3. (2.32) 


c) Considerind cá forjele de frecare interioare au acțiune dominantă 
în ecuaţiile de mișcare, cum este în cazul lichidelor vîscoase, se obține 
legea de similitudine a lui Reynolds: 


TM, (2.33) 


„Astfel de legi „speciale de similitudine au o importanță deosebită 
in diferitele domenii ale mecanicii aplicate. Studiul lor se face, însă, la 
disciplina științifică corespunzătoare. 
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$ 1. Generalităţi. Statica este acea parte a mecanicii care studiază 


transformarea sistemelor de forțe aplicate corpurilor solide în sisteme echi- 
valente şi condițiile de echilibru ale sistemelor de forţe. 


Un Sistem de forle este constituit dintr-un ansamblu de forțe considerat. 
în totalitatea lui; un sistem de forțe este echivalent cu un ansamblu de forțe 
dat (primar), dacă se poate substitui ansamblului de forțe primar fără să-i 
modifice efectele mecanice asupra unui corp solid dat. 


În statică este vorba de un echilibru relativ, adică în raport cu un sis- 
tem de referință ales. În vorbirea curentă se spune adeseori, că se realizează 
echilibrul corpurilor, nu echilibrul sistemelor de forțe — acest lucru fiind 


îndreptăţit, deoarece existența forțelor presupune întotdeauna existența 
corpurilor, à 


Vom studia în primul rînd statica punctului material și apoi statica 
corpului solid, considerînd corpurile, pe rînd, libere sau cu legături față 
de mediul înconjurător. Acolo unde va fi cazul se vor considera și frecările. 
Sistemele de forțe vor fi considerate în cazul lor cel mai general situate 


oricum în spaţiu, sau în cazuri particulare: forțe concurente, forțe paralele 
în plan etc. 


Din punct de vedere istoric, statica s-a dezvoltat cu mult înaintea celorlalte capitole 
ale Mécanicii, din nevoia oamenilor de a construi sau de a-și face dispozitive care să le 
ușureze munca, fapt care cerea să se studieze mai îndeaproape problemele legate de echili- 
brul unor corpuri. Astfel, în antichitate, Arhimede (287—212 i. e. n) este primul care 
a dat formulare teoretică unor probleme de mecanică, bazindu-se pe practică şi pe calcule 
matematice. Din acest punct de vedere, el poate fi socotit ca părinte al mecanicii teo- 
retice. El a enunțat prima dată legea pirghiilor, a definit centrul de greutate al unor 
corpuri, a pus bazele hidrostaticii (celebrul principiu care îi poartă numele), a studiat 
şurubul etc. 


Mai tîrziu Pappus (secolul al IV-lea e. n) încearcă să continue cercetările lui Arhi- 
mede cu privire la maşinile simple ale timpului său și la centrele de greutate. El a enunțat 
două teoreme care au fost reluate mai tiiziu de Guldin. 

Abia mult mai tirziu, începind din secolul al XVI-lea, statica a înregistrat progrese mai 
importante. Stevin (1548 — 1620) a publicat în 1586 opera sa remarcabilă relativ la statică şi hi- 
drostaticá, în care studiază echilibrul corpurilor grele pe planul inclinat şi ajunge la regula 
paralelogramului pentru compunerea forțelor concurente, Această lege a fost regăsită mai 
tirziu de Galilei (1564 — 1642) care o generalizează și pentru cazul mişcăiii corpurilor. Newton 
(1642 —1727) enunţă principiile de bază ale mecanicii, care au contribuit amplu la dezvol- 
tarea mecanicii în general şi care au dus $i la precizarea unor capitole din statică. Varignon 
(1654 — 1722) a stabilit teorema momentelor $i a studiat maşinile simple. Mai tirziu, Poinsot 
(1777 — 1859) introduce iu statică teoria cuplurilor, iar în secolele al XIX-lea $i al XX-lea 
statica a ajuns la forma actuală, 
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IIT. STATICA PUNCTULUI Y 


'ERIAL 1 
A. STATICA PUNCTULUI MATERIAL LIBER 


$ 1. Punet material liber. Punct material supus la legături. Se înţe- 
lege prin punct material liber, un punct material care poate ocupa orice pozi- 
ţie în spaţiu, poziţia sa fiind determinată numai de forțele care acționează 
asupra lui, nu și de alte condiții geometrice. Poziţia sa este definită de trei 
parametri independenți, coordonatele punctului. 

Se înţelege prin punct material supus la legături un punct material 
obligat să rămînă pe o suprafață, pe o curbă sau într-un punct fix din spațiu. 

În aceste cazuri, poziţia punctului poate fi definită cu ajutorul unui 
număr mai redus de parametri. Astfel, în cazul unui punct obligat să rămînă 
pe o suprafață sînt necesari numai doi parametri independenţi, coordonatele 
curbilinii ale punctului. În cazul unui punct obligat să rămînă pe o curbă 
este necesar un singur parametru, iar în cazul unui punct obligat să rămînă 
într-un anumit punct din spațiu nu este nevoie de nici un parametru. 

Numărul de parametri necesari pentru a defini poziția unui punct 
definește numărul de grade de libertate. Astfel, un punct material liber are 
trei grade de libertate; un punct material obligat să rămînă pe o suprafață 
are două grade de libertate; un punct material obligat să rămînă pe o curbă 
are un grad de libertate, iar un punct material obligat să rămînă într-un 
punct fix din spațiu nu are nici un grad de libertate. 

Exemplu, Punctul material M de greutate G, legat cu trei fire petrecute peste trei 
scripeti foarte mici, 4, B şi O (fig. 3.1, a) la capetele cărora atirnă greutăţile P,Q, S, 
este un punct material liber, pentru că el poate ocupa orice poziție în spaţiu. Bineînţeles 
cá el ocupá o anumită poziţie de echilibru determinată de forțele P, Q, S si G. 


z 


lig, 31 


Cu totul alta este situaţia punctului material M din fig. 3.1, b legi 
cu un fir OM inextensibil, de iei Ep 1 și cu două fire trecute a E ara le puactul d 
A și B Ta capetele cărora atitnă respectiv greutățile P şi Q. 

Dacă firul OM este întins, punctul material este obligat să rămînă pe o sferă cu centrul 
în O și avind raza l, Deci, poziţia sa de echilibru nu este determinată numai de forţele P, Q 


d 
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iG, ci şi de obligaţia geometrică de a rămi " J E 
tial P la legături. a rămâne pe sferă. Este decl vorba de un punct mate 


$ 2, Punet material liber acţionat de sisteme de forțe concurente, 
Să considerăm un corp pentru care se poate folosi ca model mecanic punctul 
material şi un sistem de forțe care acționează asupra acestuia, Punctele de 
aplicație ale forțelor sistemului coincid si nu pot, fi schimbate, deci forţele 
sînt concurente şi au caracter de vectori 
aplicaţi (legați). 

Experienţa arată că, dacă în parti- 
cular asupra punctului material O acfio- 
nează simultan două forțe F; si Fa 
acestea pot fi înlocuite cu o forță unică 7 
denumită rezultantă. Mărimea, direcţia şi 
sensul rezultantei sînt date de diagonala 
paralelogramului construit cu ajutorul Vig. 3.2 
vectorilor care reprezintă cele două forțe 
(fig. 3.2). Acest rezultat experimental este cunoscut sub numele de princi- 
piul paralelogramului. El pune în evidență faptul că forțele sînt mărimi 
vectoriale pentru care se aplică operaţia de adunare definită în calculul 
vectorial prin. regula paralelogramului şi în general toate operaţiile şi rezul- 
tatele valabile pentru vectorii concurenți (cap. I, $ 17). 

Pentru acest caz se pot face următoarele observaţii: 

a) Operații elementare de echivalență. Într-un sistem de forțe con- 
curente se pot înlocui, după regula paralelogramului, două dintre forțe 
cu rezultanta lor sau una dintre forțe cu componentele ei pe două direcții 
concurente, fără ca efectul mecanic al sistemelor de forțe asupra punctului 
să se schimbe. În particular, se pot suprima sau introduce două forţe de 
acelaşi modul şi opuse. Acestea sînt operaţii elementare de echivalență. 


4, 


n-t 


^ 
E! 
[4 
P 
A fa 
6) c) 


Fig. 33 


b) Invarian[i. Rezultanta (Q, a. unui sistem de forţe concurente, obfi- 
nută prin construcția grafică denumită poligonul /orfelor, este un invariant 
faţă de operaţiile elementare de echivalență, Poligonul forţelor extinde 
regula paralelogramului (fig. 3.3). Fiind dat un sistem de forțe concureute 
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Fi E, ..., Fn, care acționează asupra unui punct material P (fig. 3.3,a), se 
alege un punct O arbitrar în spaţiu în care se aplică un vector OA,, echi- 
polent cu F; în extremitatea acestuia se aplică un vector 4,45 echipolent 
cu F, si aga mai departe. | 
Rezultanta (Q a sistemului de forţe concurente este dată în mărime, 


direcție si sens de vectorul OA n care închide poligonul forțelor OA, As ..-4 n 
(fig. 3.3, b). Sistemul de forțe concurente din fig. 3.3, a este echivalent cu 
forța unică din fig. 3.3, c. 

Vom scrie 


- XE. (8.1) 
Modulul rezultantei se obţine din relația 
R?= XFHi-2 BAPE cos (Fi, Fj). (3.2) 
j 


Proiectind relaţia (3.1) pe axe, rezultă proiecţiile rezultantei 
Jj X-ZX,  Y-ZY, | Z—-XZ. (3.3) 


Cu ajutorul acestor proiecţii se poate determina modulul rezultantei 
şi cosinusurile sale directoare, folosind formulele 


Q—-yX*rY*Zs, (3.4) 
cos a os p r OS Y Z (3.5) 


VAY 

c) Echivalenfa a două sisteme de forțe concurente. Rezultanta este sin- 
gurul invariant al unui sistem de forte concurente, Că urmare ea singură 
caracterizează un sistem de forțe concurente. Rezultă imediat că fiind date 
două sisteme de forțe concurente (S) si (S'), condiția ca ele să fie echiva- 
lente este să aibă aceeași rezultantă 

R=R'. (3.6) 

§ 3. Echilibrul punctului material liber supus la acțiunea unui sistem 
de forțe concurente. Să considerăm un punct material liber care se află 
in repaus față de un triedru de referință inerţial, Să presupunem, apoi, 
că asupra sa acționează un sistem de forțe concurente, Ne propunem să 
găsim condiția necesară și suficientă ca sistemul de forțe să fie în echilibru 
sau, ceea ce este același lucru, ca punctul material să continuie să rămînă 
în repaus (poziția punctului material, în sistemul de referință ales, să nu 
se schimbe cu timpul) după ce sistemul de forțe a fost aplicat punc- 
tului material. 

Pentru aceasta se vor utiliza două principii şi anume: principiul para- 
lelogramului forţelor si principiul inerfiei. 

Principiul paralelogramului forțelor permite să se înlocuiască sistemul 
de forțe concurente cu o forță unică (Q, rezultanta sistemului. 

Conform principiului inerției, dacă asupra punctului material liber 
nu acționează nici o forță și punctul material se găseşte în repaus față de 


un reper fix, el va continua să rămînă în repaus şi reciproc. 


Xa! VAZE ; 
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M —M—— ÀÀ— 


Pe baza acestor două principii se poate trage concluzia că pentru 


echilibru este necesar si suficient ca forța unică (2 la care s-a redus sistemul 
de forțe concurente să fie nulă 


R=0. (3.7) 


.. Pentru că @'este suma vectorială a forțelor ce alcătuiesc sistemul 
(R= Fi), rezultă că ecuația vectorială (3.7) mai poate fi scrisă 


EF,.-0. (3.8) 


Această condiţie vectorială este echivalentă cu trei ecuaţii scalare, 
obținute prin proiectarea ei pe axele unui triedru ortogonal. 


EX,-0, XY,—0, XZ,—-0. (3.9) 


În cazul unui sistem de forțe în același plan, problema nu se parti- 
cularizează dacă se presupune că planul în care acționează forțele este xOy. 
Atunci Z,—0 şi ultima dintre ecuaţiile (3.9) este identic satisfăcută. Rămân 
atunci două condiţii de echilibru 


e i XX,-0, XY,—0. (8.10) 


De asemenea, în cazul unui sistem de forțe avind același suport, pro- 
blema nu se particularizează dacă se presupune că suportul comun este axa 
Ox. Atunci Y,—0, Z(—0 si ultimele. două ecuaţii (3.9) sînt identic satis- 
făcute. Rámfne atunci o singură ecuație scalară de echilibru 


2x40. (3.11) 


$ 4. Problemele statieii punetului material liber. 
vind echilibrul punctului material liber pot fi împărțite în două categorii: 

a) Probleme în care se dau forţele care acționează asupra punctului 
material și se cere să se determine poziția lui de echilibru. 

b) Probleme în care se dă poziția de echilibru a punctului si se 
cer forțele care trebuie să acționeze asupra lui pentru a-l menţine în 
această poziţie. 


În prima categorie de probleme, necunoscutele sînt coordonatele punc- 
tului, în număr de trei în spațiu sau două în plan. Deoarece pentru deter- 
minarea lor se dispune de un număr de trei ecuații scalare în spațiu sau de 
două ecuaţii scalare în plan, rezultă că in general problemele din prima 
categorie pot fi rezolvate. Bineînţeles, nu este exclusă posibilitatea ca sis- 
temul de ecuații de echilibru să fie nedeterminat sau imposibil. În aceste 
cazuri există respectiv o infinitate de poziţii de echilibru posibile sau nu 
există nici una, 


În a doua categorie de probleme, necunoscutele sînt mărimile şi direc- 
tiile forțelor, Dacă nu se face nici o mențiune asupra forțelor, problemele din 
această categorie sînt în general nedeterminate, căci există o infinitate de 
sisteme de forţe care mențin un punct material în repaus. Dacă e impun 
forţelor anumite condiţii, fie în ce priveşte numărul lor, fie mă imea lor 
ete, atunci este posibil ca şi problemele din această categorie să fie deter- 


Problemele pri- 


8 — Mecanica. teuretieit 
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minate. Pentru aceasta este necesar ca numărul necunoscutelor scalare intro- 
duse să nu fie mai mare de trei in spațiu și mai mare de două în cazul for- 
felor în plan. 

Aplicaţie. 1°. Se consideră într-un plan vertical un punct material de greutate G, 


legat cu două fire petrecute peste doi scripeti S, și S,. La extremităţile firelor atirnă 
respectiv greutăţile P şi Q (fig. 3.4, a). 


s, s 


Fig: 3.4 


Se cere să se determine poziția de repaus à punctului material, 

Fiind o problemă de punct material liber supus la forțe aflate în acelaşi plan, poziția 
de repaus va fi definită de doi parametri. Alegem ca parametri unghiurile a si B pe care 
firele le fac cu orizontala. Asupra punctului acţionează forțele arătate in fig. 3.4, b. Ecuațiile 
de echilibru sint 

s P cosa —Q cosB—0, Psinc4-Q sing—G—0. 


Rezolvind acest sistem de ecuaţii trigonometrice, obținem 


P2+G:—g2 24G2— pa 
sina — V RII, sing TR 


Pentru ca aceste soluţii să aibă sens este necesar şi suficient ca 


P2+G:—Q2 2 T 
- TR, -1«2 pna 


<1. 
Tuegalităţile se mai scriu 


Ie-PI«Q«IP4Gl; | |G- QI P 16401. 


Rezultă că între modulele celor trei forțe trebuie să subziste aceleaşi inegalităţi ca între 


Jaturile unui triunghi. Altfel echilibrul este imposibil şi punctul material nu poate rănine 
în repaus. 


Această ultimă condiţie apare evidentă dacă se rezolvă grafic problema, ceea ce revine 
la construirea unui triungl 


ele (tig. 3.4, c). hi căruia i se cunosc lungimile laturilor şi direcţia uneia dintre 


B, STATICA PUNC 


LUI MATERIAL SUPUS LA LEGĂTURI 
FĂRĂ PRECARE 


$ 5. Axioma legăturilor, În cazul unui punct material supus la legături, 
condiția de echilibru (2 =0 scrisă pentru forțele efectiv aplicate (date) nu 
mai este necesară. Într-adevăr, experiența arată de exemplu că un punct 
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material greu poate rümine în echilibru pe un situat într-un pl 
vertical în punctul 4 cel mai de jos sau, daci euren e" m (cürbà 
cu frecări) într-un punct M (fig, 3.5, a). Cum asupra punctului acţionează 
forța efectiv aplicată G:40 si totuși punctul stă în echilibru, rezultă că 
nu mai este necesară condiția @=0, valabilă la punctul material liber. 
Pentru a găsi condiția nece- 
sară şi suficientă ca un punct ma- 
terial supus la legături să se gă- 
sească în echilibru, vom înlătura 
legătura (în exemplul de mai sus, 
cercul). Punctul material devine 
astfel liber. Dacă se admite că 
asupra lui acționează o forță egală , 
şi opusă rezultantei forțelor efectiv 4 
aplicate, punctul material continuá 3) 
să rămînă in repaus si după supri- 
marea legăturii. Această forță înlo- Fig. 35 
cuieşte legătura și poartă numele de d 
forță de legătură sau reacțiune. Notind-o cu R, condiţia necesară si sufi- 
cientă de echilibru devine 


->e 


mu 
D 


i 
»----- 
ij 


S8» 
&€ 
E 


R+@=0. (3.12) 


Această înlocuire a unei legături cu o forță este cunoscută sub numele 
de axioma legăturilor (axioma eliberării, principiul forțelor de legătură) şi se 
enunță astfel: 

O legătură poate fi înlocuită cu o forță denumită forţă de legăiură sau 
reacțiune. Sub acțiunea forțelor efectiv aplicate şi a forței de legătură, punctul 
material poate fi considerat liber și poate fi tratat ca atare. 

O problemă de echilibru a punctului material supus la legături com- 
portă în general determinarea a două categorii de necunoscute: unele privind 
poziţia punctului, celelalte privind forța de legătură. Pentru rezolvarea 
problemei se aplică axioma legăturilor și apoi se scriu ecuaţiile de echilibru 
care rezultă din proiectarea pe axe a condiției (3.12), adică 


X+R:=0, Y+Ry=0, Z+R:=0 (3.13) 
în cazul unui sistem de forţe in spaţiu si 
X+Ra=0, Y+Ry=0 (3.14) 


în cazul unui sistem de forţe în plan. 

Dacă asupra forţei de legătură R nu se pune nici o condiţie, problema 
rămîne nedeterminată pentru că în afara proiecţiilor forţei de legătură, 
al căror număr este egal cu acela al ecuaţiilor de echilibru, mai intervin 
ca necunoscute parametrii cure definesc poziţia de echilibru, în număr 
de doi în cazul unei suprafeţe și de unul în cazul unei curbe. 

Numai în cazul cînd punctul material este obligat să rümiuà într-o 
anumită poziţie fixă in spațiu, problema este determinată, singurele necu- 
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noscute fiind atunci proiecţiile Ra, Ry, Rz ale forţei de legătură pe axe. 
Valorile lor se obțin imediat 


R,——X, Rj=-Y, R:=—Ż sau (3.15) 
Roe. Rey (3.16) 


după cum este cazul unui sistem'de forțe în spaţiu sau in plan. 

Experiența arată că un punct material obligat să rămînă pe o curbă 
sau pe o suprafață nu poate fi în echilibru în orice poziție. Rezultă atunci 
că forța de legătură Ñ nu poate fi arbitrară, căci dacă ar fi arbitrară, 
ea ar putea echilibra rezultanta ( a forţelor efectiv aplicate punctului, 
oricare ar fi poziţia acestuia pe curbă sau pe suprafaţă. 

Pentru a cerceta care sînt restricțiile ce se pun practic forței de legă- 
tură, s-o descompunem după o direcție normală si o direcție tangenfialá 
la legătură. Să notăm cu N si T cele două componente astfel obţinute 
(fig. 3.5, D). Există evident relația 


R—N4T. (3.17) 


Rolul componentei N este de a împiedica punctul material să párá- 
sească legătura. Rolul componentei T este de a împiedica punctul material 


să se deplaseze pe curbă sau pe suprafață; ea poartă numele de 
forță de frecare. 


$ 6. Legături ideale. Se înțelege prin legături ideale (fără frecări sau 
lucii) legăturile pentru care T=0. Asemenea legături nu există în realitate. 
Există însă curbe şi suprafețe la care forța de frecare este destul de mică 
şi într-o primă aproximaţie poate fi neglijată. În aceste condiţii, din 
(3.17), rezultă 


R—N. (3.18) 


În cazul cînd legătura este o suprafață lucie, reacţiunea are direcția nor- 
malei la suprafaţă în punctul considerat, iar în cazul cînd legătura este 
o curbă lucie, reacţiunea are o direcție oarecare in planul normal. 

Cum rezultanta forţelor efectiv aplicate asupra unui punct material 
supus la legături trebuie, pentru echilibru, să fie egală şi direct opusă cu 
reacţiunea dezvoltată de legătură, rezultă următoarele condiţii necesare 
$i suficiente pentru ca un punct material să rămînă in echilibru pe o 
curbă sau suprafață lucie: 

„Dacă un punct material este obligat să rămînă pe o suprafață lucie, 
condiția necesară şi suficientă pentru echilibru este ca rezultanta fortelor efectiv 
aplicale punctului să fie dirijată după normala la suprafață în punctul 
considerat, 

Dacă un punci material este obligat să rămină pe o curbă lucie, condiția 
necesară şi suficientă pentru echilibru este ca rezultanta forțelor efectiv aplicate 
să aibă suportul în planul normal la curbă în Punctul considerat. 


d 
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Sá analizăm posibilitatea de rezolvare a problemelor de echilibru a 
punctului material supus la asemenea legături. , 

Dacă aplicăm axioma legăturilor, dispunem de trei ecuaţii scalare, 
la fel ca în cazul punctului material liber. 

În cazul punctului material supus la legături, necunoscutele sînt de 
două feluri: 

a) necunoscute care privesc poziția de echilibru; 

b) necunoscute care privesc forța de legătură. 

in cazul unui punct material obligat să rămînă pe o suprafaţă, poziția 
de echilibru depinde de doi parametri: coordonatele curbilinii w și v, în 
funcţie de care se exprimă coordonatele +, y și z sub forma 


x—x(u,v), y=y(u, v), z=z(u, v). (3.19) 


Dacă se cunoaște poziția de echilibru, normala la suprafaţă este în 
general determinată, deci se cunoaște punctul de aplicaţie si direcția reac- 
fiunii. Pentru a cunoaşte complet reacţiunea este nevoie de scalarul ei 
(o necunoscută). În total rezolvarea unei probleme de echilibru a unui punct 
material silit să rămînă pe o suprafaţă lucie comportă determinarea a trei 
necunoscute: două coordonate curbilinii şi scalarul reacţiunii, deci numărul 
de necunoscute este egal cu numărul de ecuaţii de echilibru care se pot 
scrie. Problema în general este deci posibil de rezolvat. Se poate intimpla, 
în cazuri particulare, ca sistemul de trei ecuaţii cu trei necunoscute astfel 
obținut să fie nedeterminat sau imposibil. În aceste cazuri există o infi- 
nitate de poziţii de echilibru sau nu există nici o asemenea poziţie. 

În cazul unui punct material obligat să rămînă pe o curbă lucie, 
poziția de echilibru depinde de un singur parametru, în funcție de care 
se pot exprima coordonatele punctului sub forma 

x—ax(), y=yli), z=z(t). (3.20) 

Dacă se cunoaşte poziția de echilibru a punctului, planul normal in 
care trebuie să se găsească reacţiunea este bine determinat. Cunoaşterea 
reacţiunii revine atunci la cunoaşterea proiecfiilor ei pe două direcţii din 
planul normal, deci comportă două necunoscute scalare. În total deci rezol- 
varea unei probleme de echilibru a unui punct material silit să rămînă 
pe o curbă lucie comportă trei necunoscute, adică un număr egal cu acela 
al ecuaţiilor de care se dispune. Deci în general o asemenea problemă este 
posibil: de rezolvat. În cazuri particulare, cînd sistemul de ecuaţii este 
nedeterminat sau imposibil, sau există o infinitate de poziţii de echilibru, 
sai nu există nici o asemenea poziţie. 

$ 7. Ecuațiile de echilibru în cazul unei supralefe, Dacă ecuația supra- 
feţei este dată sub formă implicită 

e(x, y, 2) 0, (3.21) 
se stie că un vector normal la suprafață este gradientul funcției o(v, y, 2). 
Reaefiunea R în cazul unei suprafeţe lucii fiind normală, poate fi scrisă 


sub forma * 
R=) grad o. (3.22) 
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Atunci, dacă @ este rezultanta forțelor efectiv aplicate, condiția de 
echilibru (3.12) se scrie _ 
R+ grad p=0. (3.23) 
La această ecuaţie trebuie adăugată ecuația (3.21). Proiectind pe cele 
trei axe ecuația vectorială (3.23) obținem 


3 3? 39 
X4AS-0, Y4aS-0, Z4o5$—0. (8.24) 
Dacă ecuația suprafeței este dată sub formă explicită 
z=z(%; y), (3.25) 
atunci ecuaţiile (3.24) pot fi scrise astfel: 
dz dz ` 
XH Yta Z—A=0, (3.26) 
În sfîrşit, dacă suprafața este dată prin ecuațiile parametrice 
x=x(u, v), yoy(u, v), z—z(u, v), (3.27) 
parametrii directori ai normalei la suprafaţă sînt determinanfii funcționali 
D,5 D(n») D(s 5) 
D(« o) Deno) Di) (9:29) 
şi ecuațiile de echilibru devin 
DU, 2) D(s) _ Dix, y) 
Xp 0, YH =0, 4-0 (3.29) 


„Dacă într-o problemă interesează numai poziţia de echilibru a punc- 
tului, ea se poate obfine Scriind ecuaţiile care se obțin prin eliminarea 
parametrului A între ecuaţiile (3.24) respectiv (3.26) sau (3.29). Se obține 


LN DAL 
de 399 93v (3.30) 
x Q4 d or 
ZLY A 
Dva cul (3.31) 
a y ii 
E m 
D Py (3.39) 


Du) D(wv) D(wv) 
Aplicaţii, 2°, Să se determine modulul forței orizontale F 

necesare pentru a 
gate Mn punct material de greutate G pe un plan luciu, inclinat sub mn unghi x 
s de e Izontală. Să se determine de asemenea mărimea reacţiunii şi poziţia de repaus 

Eliberind punctul material de legături 
3,6, D). Alegîud ca axe de coordonate 1i oa | 
la plan, ecuaţiile de echilibru se seri 


introduce si reacţiunea normală N (fig. 
linia de cea mal mare pantă a planului şi normala 
u 


=F cos «+G sin «=0, NF sin a—G cos x—0, 


a 
Scanned with CamScanner 


STATICA PUNCTULUI MATERIAL, 119 


din care, pentru necunoscutele F şi N rezultă valorile 


F=G tga, Nat La 
i cos a 


Poziţia de echilibru este nedeterminată căci coordonatele punctului nu intervin în 
ecuaţiile de echilibru, Rezultă atunci că dacă F=G tga, punctul material stă în repaus 
oriunde ar fi el așezat pe 
planul înclinat, 

3°, Să se găsească 
poziţia de repaus a unui 
punct material greu pe o' 
sferă lucie de rază R. 

Alegind un sistem de 
axe cu originea în centrul 
sferei și axa Oz verticală și 
ascendentă, ecuația sferei 
se va scrie o (x, y, z) zzx*4- 
-poyttii— R2=0,. Greuta- 
tea fiind verticali avem 


R- Gk. Rezultă 


X-0, Y-0  Z--G. 


De aci deducem +=0, y—0. Introducînd aceste valori in ecuaţia sferei rezultă :3— R?—0 
de unde z= +R. Deci există două poziţii de repaus în punctele A(0, 0, R) si B(0, 0, —R). 
Se poate verifica ușor că aceste două poziții corespund respectiv punctului celui mai înalt 
şi punctului celui mai de jos de pe sferă. 

4%, Să se găsească poziția de repaus a unui punct material de greutate G, obligat să 
rămînă pe o sferă lucie de rază R dacă este legat cu un resort ideal de constantă elastică & 
de punctul cel mai înalt al sferei. 

Folosind același sistem de axe ca în problema precedentă şi notind cu 4(0, 0, R) punctul 
cel mai înalt al sferei si cu P(x, y, z) poziţia de repaus a punctului, rezultă pentru forța 
elastică, respectiv pentru componentele ei, expresiile 


F--hAP, 
F.-—hr, Fy=—ky, ^ Fas—kG-H). 


Atunci proiecţiile rezultantei (Q vor fi 

Xe-hx Y=—hy, Z5-G—h(:-R). 
Condiţiile de echilibru (3.30) devin 
i (:— R). 


Din aceste ecuaţii deducem, in. cazul G:E&R: x0, ys0, s= ER, iar in cazul G=AR: 
x =arhitrar, y arbitrar, bitrar, HMxistà deci fie două poziţii de repaus, ca în cazul 
problemei precedente, fie o infinitate de asemenea poziţii, punctul material găsindu-se în 
repaus în oricare punct al sferei, 
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$ 8. Ecuațiile de echilibru în cazul unci curbe. Sá presupunem cá se 
cunosc ecuaţiile implicite ale curbei: 


e(x, y, 2) 0; 4 (x, y, 2)=0. (3.33) 


Se stie că planul normal la curbă confine normalele la ceie două 
suprafețe p=0 si (j—0, deci confine vectorii grad o si grad tj. Reacfiunea 
în cazul unei curbe lucii fiind un vector cuprins în planul normal, se poate 
pune sub forma 

R=) grad ọ+u grad q. (3.34) 


Atunci, dacă se notează cu ( rezultanta forțelor efectiv aplicate, 
condiția de echilibru (3.12) se scrie. 


+A grad ọ+u grad y=0. (3.35) 
Proiectînd pe axe ecuaţia (3.35) obținem i 
X++ 0 
; e Y4XP aiio (8.36) 
Za =o. 
Dacă ecuaţiile curbei sînt date sub forma 
z=f({x, y), z=g(x, y), (3.37) 
se deduc ușor ecuaţiile de echilibru observind că în acest caz se poate scrie 
: ez, y, z) f(x, y) —:—0, 


7 yis, y, z)=gl(x, y) —:—0, 
deci 
A, I. P] 
d a ay Qy',Qr — 
AV TIL 0e, V 


drma ay Toy wl i 
Atunci ecuaţiile de echilibru (3.36) devin 
AAL pu 
x1 My po 
Vad aude _ 3.38 
Tu, =o iu 
£——yu-0, 
La aceste ecuaţii trebuie adăugate relațiile (3.33 
În cazul cînd curba este dată prin ecuaţ ilie ph mea A 
f—8). yy), z=), (3.39) 
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reacţiunea R trebuind să fie cuprinsă în planul normal, este perpendiculară 
pe tangentă, ai cărei parametri directori sînt a”, y’ şi z’ și deci compo- 
nentele ei trebuie să îndeplinească condiția 


o Rax’ Ray! 4 Rai! =0, (3.40) 
Această condiţie este satisfăcută identic dacă se ia 
Ra=uz'—vy 
Ry=vx'— i" (3.41) 
2—Ó'—ux, 


unde A, y, v sînt trei parametri arbitrari. Ecuafiile de echilibru devin 


X-ryz'— vy'-0 | 


Y-ryx'—22'—0 


(3.42) 
Z-4-Xy'—yux'—0. 


Dacă, într-o problemă interesează numai poziția de echilibru, aceasta 
se poate obține eliminînd parametrii A şi u între ecuaţiile (3.36) sau (3.38) 
şi parametrii A, u si v între ecuaţiile (3.42). Se obțin respectiv condiţiile 


3e 
X 
è 3e 
s2 (8.43) 
3e 
Z X 
Moa 
ow ox 
à de |=0, (3.44) 
£ 3» 9» 
do coc 
| 
Xx'-- Yy'4-Z:'—0. (3.45) 


Aplicaţii. 5°, Să se determine poziţia de repaus a unui punct material de greu- 
tate G, obligat să rămînă pe un cerc de rază R, situat într-un plan vertical, dacă asupra 
punctului mai acţionează și o forță F paralelă cu diametrul orizontal al cercului, 

Rezolvare. Fliberăm punctul material de legătura sa cu cercul şi introducem 
reacţiunea normală N (fig. 3.7). Proiectind pe tangenta şi pe normala la cere, obţinem ecua- 
fille de echilibru i 


F sin a—G cosa=0, N—F cos x—G sin a=0, 
de unde rezultă 


(gau, NVTG, 


Se poate observa că există două poziţii de echilibru distincte, diametral opuse -1 şi B. 

6°, Un punct material de greutate neglijabilă, obligat să rămînă pe un semicerc de 
rază R, este legat cu două resoarte, de constante elastice A, de extremităţile diametrului 
AB (fig. 3,8), Se cere să se determine poziţia de repaus, 
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———— 
Rezolvare, Hliberim fuu material de legătura cu cercul și introducem renc- 
fiunea normală M. Reuaţiile de proiecţie pe tangenta și pe normala în M. la cerc sint (fig. 3,8) 


=F; sin +F, cos $0, Ne, cos Basin 3-0. 


Dar F, și F, fiind forţe elastice, sint proporţionale respectiv cu lungimile MA și MB 


Fi 


kMB=k2R sin * à 


Introducindu-le în ecuațiile de echilibru, se observă că prima devine o identitate, iar din a 
dona se deduce N=2kR. Deci punctul material stă în repaus în orice poziție pe cerc, iar 
reacţiunea are o valoare constantă, 
7^. Să se determine poziția de repaus a unui punct material greu pe elicea de ecuaţii 
parametrice 
z—acos î, y=a'sin 1, z—bi (axa Oz verticală ascendentă), 


Rezolvare. Observind că greutatea G are drept proiecții pe axe: X—0, Y=0, 
Z= —G şi deducind din ecuațiile parametrice; += —a sin f, y'=a cos I, £'—b, ecuaţia de echi- 
libru (3.45) devine 
—Gb-0, 


ecuaţie imposibilă, Deci punctul material greu nu poate sta în repaus în nici unnl din pune- 
tele elicei. 


$ 9. Cazul legăturilor unilaterale, În paragrafele dinainte s-a pre- 
supus că punctul material nu poate părăsi legătura oricare ar fi forțele 
efectiv aplicate asupra lui, O astfel de legătură se numeşte legătură bila- 
terald, Există însă legături care pot fi părăsite în anumite condiții; ele se 
numesc legături unilaterale, Ca exemplu cităm un punct material legat 
cu un fir flexibil 5i inextensibil de un punct fix din spațiu. Dacă rezul- 
tanta forțelor care acționează asupra firului întinde firul, punctul materia! 
rămîne pe o sferă cu centrul în punctul fix şi cu raza egală cu lungimea 
firului, Dacă firul nu este întins, punetul material poate părăsi sfera către 
interior, 

O legătură unilaterală se exprimă, după caz, printr-o inegalitate. 
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În exemplul dinainte, dacă punctul fix este în originea unui sistem 
de axe Oxyz, iar lungimea firului este 7, legătura este caracterizată prin 
at-eytp zt 20, 

O problemá de echilibru a punctului material supus la o legáturá 
unilaterală se rezolvă în modul următor: 

a) Se determină poziţiile de echilibru ale punctului ca şi cînd legătura 
ar fi bilaterală, urmînd procedeul arătat. 

b) Se analizează în fiecare dintre aceste poziţii sensul rezultantei m. 
Dacă acest sens este astfel încît asigură legătura, poziţia de echilibru este , 
posibilă, Dacă sensul rezultantei @ nu asigură legătura, poziția de echi- 
libru nu corespunde și trebuie înlăturată. 

Astfel, în exemplul dat, rezultanta (Q trebuie să aibă sensul către 
exteriorul sferei de rază 7. Putem da o expresie generală a condiției ca o 
poziţie de echilibru să fie acceptabilă în cazul unei legături unilaterale. 

“Să presupunem că legătura unilaterală se exprimă prin condiția 


Al, y, 20. (3.46) 


Este întotdeauna posibil să se exprime o legătură unilaterală sub 
forma (3.46) deoarece, dacă inegalitatea ar fi de sens contrar, ea poate fi 
adusă la forma (3.46) prin înmulțire cu —1. 

Se ştie că vectorul grad: f are direcția normală la suprafață și este 
dirijat în sensul în care crește funcția f(x, y, 2). Este uşor de verificat că, 
dată fiind condiția (3.46), pentru ca echilibrul să fie asigurat în cazul unei 
legături unilaterale, este necesar ca rezultanta 2 a forţelor efectiv aplicate 
punctului material să fie de sens opus sensului gradientului adică 


B.grad f<0. (3.47) 

În funcție de componentele celor doi vectori, condiția (3.47) se scrie 
3f Ly 9f 1737 3.48 

XX tY$U4 <0. (3.48) 


Aplicație. 8°. Se consideră un punct material greu, legat cu un fir flexibil si 
inextensibil de lungime ] de un punct fix din spaţiu, Se cere să se determine poziţia de 
echilibru, 

Rezolvare, Presupunînd un sistem de axe cu originea în punctul fix, avind axa 
Oz verticală și ascendentă, ecuația sferei pe care trebuie să rămînă punctul material se 
serie 12-24 72— [1—0, Pentru că legătura este unilaterală (firul putindu-se slăbi) şi pentru 
că legătura permite ca punctul material să ocupe numai interiorul sferei, unde distanța de la 
origine la un punct oarecare este mai micá decit 7, condiţia impusă de legătură se serie 


at yt. 
Putem aduce această condiţie Ja forma (3.46) seriind-o 
fix, y, 1) a yt t0, 


Rezultanta forțelor efectiv aplicate asupra punctului se reduce îu cazul nostru la greu- 


tatea proprie G ale cărei componente pe axe stut: 
X=0, Y=0, Z=--G. 
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Presupunind deocamdată legătura bilaterală, condiţia de echilibru 


devine 


Rezultă +=0 şi y=0. Tinind seama de ecuaţia suprafeţei, se deduce z= 4+1. Corespund 
deci două poziţii de echilibru A(0, 0, 1) si B(0, 0, —1). Să analizăm care dintre ele convine 
cazului legăturii unilaterale. Condiţia (3.48) devine 


0-(—22)--0-(—2y)4-(—G)-(—22) <0, 
sau . 
Gz<0. 


| 
Ea este satisfăcută numai de punctul B, singura poziţie de echilibru posibilă. 


] | , 
C. STATICA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGĂTURI 
CU FRECARE 


$ 10. Frecarea de alunecare. Coefieient de frecare de alunecare. În 
capitolul precedent s-a presupus că legăturile sînt ideale. S-a neglijat în 
felul acesta componenta tangenfialá a forței de legătură, denumită forță 
de frecare de alunecare. Sînt cazuri cînd această neglijare nu se poate face. 
Aceasta se întîmplă în cazul legăturilor aspre, rugoase. Experiența arată 
că pe o suprafață sau pe o curbă aspră un punct material nu poate sta în 
echilibru în orice poziţie. De aci se deduce că forța de frecare T satisface 
anumite condiţii. 

S-au imaginat numeroase experiențe care să pună în evidență aceste 
condiţii. În cele ce urmează se vor arăta rezultatele experiențelor făcute 
de Coulomb. 

O asemenea experiență redusă la forma cea mai Simplă se realizează 
astfel: se consideră un corp de dimensiuni neglijabile aşezat pe un plan 
orizontal aspru (fig. 3.9). Asupra sa acționează la început greutatea G şi 
reacţiunea normală N. Dacă planul ar fi luciu, corpul ar trebui să alunece 
în momentul în care i s-ar aplica cea mai 
mică forță orizontală F, În realitate însă 
corpul nu alunecă decît în momentul cînd 
forța F atinge o anumită valoare. Aceasta 
dovedește că asupra corpului mai acţionează 
o forță care se opune alunecárii, care este 
îndreptată în sens contrar vitezei relative 

Fig. 39 şi care echilibrează forța F. Aceasta este 

forța de frecare de alunecare, T. Faptul cà 

totuși echilibrul se strică atunci cînd forţa [ depăşeşte o anumită intensi- 
tate, ne arată că forţa de frecare T nu poate depăși o anumită valoare Tmar- 


d 
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Experiențele lui Coulomb au arătat că: 7. valoarea maximă a forţei 
de frecare nu depinde de viteza relativă a corpului, de mărimea suprafeței 
de contact dintre corp şi plan, ci 2. numai de natura corpurilor şi de starea 
suprafeţelor în contact, precum şi 3. de mărimea reacţiunii normale la 


suprafaţa de contact, N. 
“Toate aceste rezultate pat fi cuprinse în formula 


|Tmar|=u| N |. 


Coeficientul y. se numeşte coeficient de frecare la alunecare; el nu are 
dimensiuni și depinde de natura corpurilor şi a suprafețelor în contact. 
În tabela 5 sînt date valorile coeficientului de frecare p. pentru cîteva 
corpuri întîlnite în tehnică. 


(3.49) 


Tabela 5 
Valorile coeficientului de frecare y 
Taa - 
Natura corpurilor Starea suprafețelor | Coeficientul p Observații 

unse cu seu 0,07 

Oțel pe oţel ) unse cu ulei 0,15 coeficient de aderen- 
uscate 0,22—0,25 | tă (la pornire) 

Bronz pe bronz puțin unse 0,20 

Bronz pe fontă puțin unse 0,21 

Fontă pe fontă sau \ | puțin unse 0,15 

bronz f| cu apă 0,31 

Otel leatá < 0,014 coeficient de ade- 

fel pe gheafi E 0,027 renţă 
în lungul fibrelor 0,48 

Stejar pe stejar (uscat) $| normal pe fibre 0,34 

Curea de piele pe tam- | | uscate 0,27 

bur de stejar puțin unse | 0,47 

Curea de piele pe fontă} | Putin unse 0,28 depinde de viteză 

urea de piele pe fon i) ca apă | 0,36 | 

Recapitulînd proprietăţile forței de frecare de alunecare conchidem: 
a) Direcţia ei este tangentă la suprafață sau la curbă. 


b) 


c) Pentru echilibru este nec 


inferior valorii date de (3.49), adică. 


Natura forțelor de 
forțelor de frecare — î 
suprafeţele corpurilor în con 


aces! 


în raport cu celălalt, 


ar fi. forța care se opune 
akestei teorii, că forţa de frecare 


| T || N|. 


Teoria lui Coulomb explică deci apariţia 
gularitàfile pe care le prezintă 
tact. Cînd două corpuri au o deplasare relativă, unul 
te asperitáji sînt strivite; deci forța de frecare 
strivirii neregularităților, Ar rezulta, în virtutea 
dintre două corpuri este cu atît mai mică, 


o frecare. 


ndeosebi — prin nere 


Sensul ei este invers tendinței de alunecare. 
esar ca modulul forței de frecare să rămînă 


cu cît suprafeţele lor de contact sînt prelucrate mai fin. 


(3.50) 
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Experiențele au arătat însă că această concluzie nu este adevărată 
decît între anumite limite. S-a constatat astfel că, dacă suprafeţele a două 
corpuri sînt foarte fin polizate, forța de frecare poate creşte foarte mult. 
Astfel, două plăci de control), aşezate una peste alta, dau naştere la forțe 
de frecare foarte mari, deşi asperităţile lor nu întrec 1/2 000 mm. Acest 
fenomen se explică prin coeziunea dintre moleculele situate pe suprafața 
unui corp si cele situate pe suprafața celuilalt corp. Se stie că forțele de 
coeziune se exercită atunci cînd distanța dintre molecule este foarte mică 
(1/1 000 000 mm), ceea ce se întîmplă cu multe molecule în cazul cînd 
cele două suprafețe sînt foarte fin polizate. 


$ 11. Critica legilor lui Coulomb. Legile lui Coulomb si în special 
independenţa coeficientului de frecare y de mărimea reacţiunii normale 
şi de viteza relativă a celor două corpuri care alunecă unul față de celălalt 
au fost criticate. Totuşi ele rămîn valabile în cadrul valorilor pe care le-a 
experimentat Coulomb, însă ieșind din acest cadru, legile nu se mai verifică. 

Astfel, s-a arătat că pentru valori foarte mari ale veacțiunii normale N 
coeficientul de frecare nu mai este constant ci creşte (foarte lent) cu N. 

De asemenea, coeficientul de frecare variază cu viteza. Dăm în tabela 6 
exemple de valori, în cazul oțel pe oţel, după Galton: 


Tabela 6 
Coeficientul de freeare pentru oţel pe oţel, cind variază viteza. 
î ; = 
v | 
tki o 10,93 | 21,8 43,5 65,8 87,6 | 9648 | 
u | 0,242 | 0,088 | 0,072 | 0,07 | 0,057 | 0,038 | 0,027 


„ Fenomenul își găseşte aplicație în frînarea vehiculelor. Astfel, cînd 
roțile unui vehicul care circulă cu mare viteză sint blocate cu ajutorul 
sabojilor și ele patinează, coeficientul de frecare la alunecare este mic şi 
vehiculul parcurge pînă la oprire o distanță mare. Dacă însă roțile nu sînt 
complet blocate, ele rostogolindu-se şi alunecînd în același timp, dar cu o 
viteză mai redusă, coeficientul de frecare este mai mare 5i oprirea vehiculului 
se face pe o distanță mai mică, Se ajunge astfel la faptul surprinzător că 
un vehicul se opreşte mai ușor cînd se frineazá mai puțin. 

. Examinind tabela 6, se constată că coeficientul de frecare u scade 
sensibil în special între valoarea v—0 şi v— 10 km/h. Coeficientul de frecare 
corespunzător cazului v—0 se notează cu to $i poartă numele de coeficient 
de aderență, -— 

Se constâtă de asemenea că frecarea mai depinde de temperatura cor- 


purilor în contact (scăzînd cu creşterea temperaturii), de timpul cit au 
stat corpurile în contact ete, 


1 Plăci lustruite foarte fin, 


folosite în metrologie la verificarea aparatelor de măsură 
(cale). 
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$ 12, Problemele de echilibru eu freenre ale unui pune 
Rezultă din cele de mai înainte că, faţă de cazul Pale anul id n iei 
blemă de echilibru cu frecare intervine în plus o forță 7' care satisface 
unor anumite condiţii arătate în paragraful precedent. Vom analiza pe 
rînd cazul curbelor si cazul suprafeţelor, 

DEI n cazul unei curbe aspre determinarea forței 77 comportă cunoas- 
terea unei singure necunoscute scalare, Într-adevăr punctul de aplicație 
fiind presupus cunoscut, direcția forței este bine determinată, căci la o 
curbă, într-un punct, se poate duce în general o tangentă unică. Pentru 
completa determinare a forţei este necesar să se cunoscă numai scalarul T 
al forței 7. Această necunoscută trebuie să satisfacă inegalitatea (3.50) 
sau, în cazul limită de echilibru, egalitatea 


[T=]. 


În acest din urmă caz, deci, pentru determinarea necunoscutei scalare T 
se dispune de o ecuație; problema este în general posibilă. 

Poziţiile de echilibru limită ale unui punct material pe o curbă aspră 
sînt în general bine determinate. 

Dacă însă interesează toate poziţiile de echilibru ale unui punct mate- 
rial pe o curbă aspră, acestea sînt nedeterminate, deoarece se introduce 
o necunoscută scalară în plus (T) şi o inegalitate (|7|<u|N]. Sistemul de 
ecuaţii admite o simplă infinitate de soluţii, deci pe o curbă aspră, un punct 
material poate sta in echilibru în toate punctele unui anumit arc al ei. 

b) În cazul unei suprafețe aspre determinarea forței de frecare comportă 
cunoașterea a două necunoscute scalare. Într-adevăr punctul de aplicație P 
al ei fiind presupus cunoscut, suportul trebuie să fie conținut în planul 
tangent la suprafață în acel punct. În planul tangent însă, direcţia forței T 
este nedeterminată. Pentru a determina forța T atît ca direcţie, cit si 
ca valoare, este necesar să se cunoască proiecţiile ei pe două direcţii din 
planul tangent. Să presupunem două direcţii ortogonale PE si Py şi să 
notăm cu 7; şi T, cele două proiecții necunoscute, În situaţie de echilibru 
condiția (3.29) se scrie în cazul de faţă 

VTUETS « VIN 

Analizind această condiţie rezultă cà în cazul unei suprafeţe aspre 
problema este nedeterminată, atît pentru poziţiile de echilibru limită, 
cît şi pentru poziţiile de echilibru în general. 

Pentru aflarea poziţiilor de echilibru limită se dispune de o singură 
ecuație cu două necunoscute Te si Ty. Sistemul admite o simplă infinitate 
de soluții, Pe o suprafață aspră există deci, în general, o infinitate de poziții 
de echilibru limită aşezate pe o curbă, 

Pentru aflarea celorlalte poziții de echilibru se dispune de o inegali- 
tate, Sistemul de ecuaţii de echilibru are, în acest caz, o dublă infinitate 
de soluţii, Pe o suprafață aspră un punct material poate fi în echilibru în 
toate punetele unei anumite regiuni, 
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ii. 99. Să se găsească poziţiile de echilibru limită ale unui punct mate. 
rial Nus is ru situat într-un plan vertical, cunoscînd coeficientul de frecare y între 
punctul material și cerc. p _ . 

Rezolvare. Se reprezintă forțele G, N şi T care acţionează asupra punctului 
(fig. 3.10, a). Notînd «= 40y rezultă ecuațiile de proiecţie pe tangenta si normala la cerc: 


y —T-FGsina-0; N—G cos a—0 
şi condiţia T—puN. 


Rezultă imediat tg «=u; 
Aia 0 pice 
Vis — Vli 

Există patru poziţii limită 
de echilibru 4, B, A’ şi B’ arătate 
în fig. 3.10, b. Punctul material se 
găseşte în echilibru pe arcele de 
cerc AB şi A'B' care au fost în- 
grogate. 

10*. 1 Un punct material de 
greutate G, acţionat de o forță 
orizontală F se află în repaus pe 
Fig. 3.10 un plan aspru (coeficient de fre- 

» care p), inclinat sub un unghi a 
față de orizontală. Se cere să se determine între ce limite trebuie să varieze modulul forţei F 
pentru ca punctul material să rămînă în repaus. 

Rezolva re. Eliberind punctul material de legătura cu planul înclinat, introducem 
reacţiunea normală N si forța de frecare T, Sensul forţei T din fig. 3.11 corespunde cazului 
cînd punctul material tinde să alunece pe linia de cea mai mare pantă a planului, în sens 
ascendent. Vom fine seama de posibilitatea de alunecare în ambele sensuri folosind inegali- 
tatea (3.50) sub forma —uN« T«uN. Alegind ca axe linia de cea mai mare pantă şi nor- 
mala la plan, ecuaţiile de echilibru si inegalitatea (3.50) se scriu 

F cos a—G sin x.— T=0, 
N—Fsin«—G cos a=0, —uN«T«uN. 


Din primele două ecuaţii deducem 


= 


y 


T=F cos «—G sin «, 
N=F sin «+G cos «. 
înlocuind în dubla inegalitate, rezultă 
—VW(F sin «+G cos a)F cos a—G sin «g | 
SSu(F sin «+G cos a), 


din care deducem limitele tutre care poate 


varia F pentru ca punctul material să ră- 
mină în repaus 


sin g= cosa sin atu cos oc Fig. 3.41 
cos a+ sin a «res cos œ= sin a 


limita superioară a fost determinată i s ste 
pozitivă, În cazul cos «=p sin a0, respectiv. (potema ek. diferente, (sona palaio) a 


cote au sau. «Sare cotg p, 
nu există o limită superloară dincolo de care punctul material să alunece în sens ascendent. 
În acest caz oricit de mare ar fi forța F punctul material rămine in repaus. Fenomenul 
poartă numele de aufollocare, 


ü 
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__ Limita interioară a scalarului forței F se anulează pentru cazul cînd diferenţa 
(sin ap cos a) se anulează, În cazul cînd sin a— cos a«0, respectiv 


gas sau x«are tg p, 


scataral fortei F este negativ sau nul, ceca ce arată cà în absența forței 7 punctul material 
coatineă să rămină în repaus, desi asupra lui acționează greutatea G. Fenomenul poartă 
muamele de enfofirare. 


_$ 13. Consideraţii geometrice. Unghi de frecare. Conuri de frecare. Sá 
considerăm exemplul simplu al unui punct material greu, așezat pe un 
plan orizontal aspru. Să admitem că asupra sa acționează forța orizontală F 
şi că el se găseşte în echilibru (fig. 3.12). 

Sà notăm cu a unghiul format de reacţiunea totală R cu normala la 
planul orizontal. Se deduce cu uşurinţă relația 


S-a presupus că există echilibru. Aceasta înseamnă că T«uN. Să 
considerăm cazul de echilibru limită şi să notăm cu o unghiul format de 
reacţiunea A cu normala la plan in acest caz. Rezultă 


tz p= —mar 
5 Nc 
Cum însă Tmar=uN rezultă încă 
tge=u. (3.51) 


Unghiul g astfel definit poartă numele de unghi de frecare. Importanța 
lui aparedin compararea expresiilor tg a şi tg o. Deoarece în cazul echilibrului 
T<T war rezultă tg a Ctgosau, fiindcă unghiurile a si o sînt amindouá ascuţite 

à axo. (3.52) 

Cu alte cuvinte, pentru ca un punct material să fie in echilibru pe 

un plan aspru este necesar ca suportul reacţiunii R să facă un unghi x9 


Fig. 312 Fig. 313 


cu normala la plan. Cum rezultanta forţelor efectiv aplicate (Q este egală 
şi opusă reacţiunii R condiţia de echilibru se mai poate enunfa si sub forma: 


suportul rezultantei forțelor efectiv aplicate asupra punctului material trebuie 
să facă cu normala la plan un unghi mai mic decit unghiul de frecare. 


9 — Mecanica teuretica 
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Interpretarea acestui rezultat este dată în fig. 3.13. Astfel, în fig. 
3.13, a, corpul este în echilibru pentru că suportul rezultantei @ face cu 
normala un unghi mai mic decit o. Echilibrul se menţine, oricît de mare 
ar fi această rezultantă, In fig. 3.13, b corpul se mișcă, deşi asupra lui ac- 
ționează o forță (Q' mult mai mică în modul decît R. Motivul este că Supor- 
tul acestei ultime forțe face cu normala un unghi mai mare decît unghiul 
de frecare o. 

Rezultatul poate fi generalizat cu ușurin- 
ță în cazul unei suprafețe si al unei curbe 
oarecare, 

Să considerăm o suprafață aspră oarecare, 
un punct M pe ca şi normala MN în punctul con- 
siderat. O dreaptă care trece necontenit prin 
punctul M şi face cu normala la suprafață un- 
ghiul de frecare o generează un con cu două 
pîuze numit con de frecare (fig. 3.14). 


Fig. 3.14 


Importanţa acestui con este următoarea: s-a văzut că pentru echilibru 
este necesar ca suportul rezultantei @ a forţelor efectiv aplicate punctului 
să formeze cu normala la suprafață un unghi mai mic decît unghiul de fre- 
care. Această condiție este îndeplinită dacă suportul rezultantei @ estesituat 
în interiorul conului de frecare sau, pentru pozițiile de echilibru limită, pe 
suprafața conului, 


Observaţie, În cazul cînd legătura este unilaterală condiția de mai inaiute 
rămîne valabilă dacă se suprimă una dintre piuzele conului. Astfel dacă puuctul material 
este obligat să rămînă pe partea concavă a unei suprafețe, rezultanta R trebuie să fie dirijată 
către exteriorul suprafeței, În acest caz va trebui eliminată pinza conului de frecare situată 
în interior, 


Să considerăm acum o curbă aspră oarecare (fig. 3.15), un punct M pe 
ea, tangenta MT si planul normal în punctul considerat, Generalizind cele 
de mai înainte în cazul unei curbe se ajunge la concluzia că, pentru echi- 
libru, este necesar ea suportul rezultantei (Q să formeze cu planul normal 
un unghi mai mic, la limită egal cu unghiul de frecare o. Să considerăm 
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o dreaptă care trece necontenit prin punctul M și face cu tangenta la curbă 
un unghi egal cu (2-9). Această dreaptă generează un con cu două pînze 
numit con de frecare. 

Este uşor de verificat că dacă suportul rezullantei @ a for[elor efectiv 
aplicate punctului material este exterior conului sau, la limită, pe suprafața 
acestui con, punctul material este în echilibru. 

$ 14. Expresii analitice. Consideraţiile geometrice făcute în paragra- 
ful precedent permit exprimarea condiţiilor de echilibru cu frecare pe cale 
analitică, într-o formă foarte generală. 

În cazul unei suprafeţe: de ecuație f(x, y, 2)=0 se stie cá se poate 
obţine ușor un vector care să aibă direcţia normalei la suprafaţă: grad [e 
HOME Să considerăm si vectorul (Q—Xi--Yj4-ZK. Unghiul aces- 
tor doi vectori trebuie, pentru echilibru, să fie mai mic decît unghiul de 
frecare. Folosind produsul scalar al celor doi vectori se obține 


PR grad f= | 2|: | grad f| cos e, 
de unde 
T grad f 


cos X.—— ——— — 
[P] Israa s| 


În funcție de proiecţiile pe axe ale celor doi vectori 


Y pyd pz% 
cos « = a ay Md: . 
ze. PF y My 
Xo rr ve MU +) 


Dacă vectorii @ şi grad / fac între ei un unghi ascuţit, cos x >0, iar 
dacă fac un unghi obtuz, cos «<0. Vom considera în cele ce urmează [cos «| 
a cărui valoare este 

9f ðf of 
xy S 4 z—— 
[xir err tz 


sic e 
ME VREI 


Pentru ca a «79 este necesar ca 
|cos « [2-cos e. 


Dar cos bem 
arcs erus Ve 
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Atunci condiția de echilibru se scrie 


CAI y d ză. 
X ev Uz] 


A M - E: . 
n Je NM uj ” VI+p? 


În cazul unei curbe pe care o presupunem dată prin ecuațiile para- 
metrice x—x(/), y-—(), z—2z(/) se poate uşor găsi un vector dirijat în lungul 
tangentei 


(3.53) 


V=x T+ yj ith, 

unde prin x’, y’, 2" s-au notat derivatele funcțiilor x, Y, z, în raport 

cu.parametrul (în cazul de faţă, 4). E O 
Considerind si rezultanta forțelor efectiv aplicate (Q— Xi-- Yj--Zk 

putem exprima analog ca mai sus unghiul B dintre cei doi vectori printr-o 

relație analogă 


D 


Xx'HYY HZ 
cos p= -e 
? VĂL OVI y ys 


Pentru echilibru, vectorul @ trebuie să formeze cu planul normal 
un unghi mai mic decit unghiul de frecare sau, ceea ce este acelaşi lucru, 


cu tangenta la curbă un unghi p> 3-9 Aceasta are loc dacá 


|eos B |Zcos (2-3) sau [cos f|<<sin o. 


tgo 


PIS __u m PU 
; Cum a 7 VIE” condiția de echilibru a unui punct ma- 
terial pe o curbă aspră devine 


| Xs Y y'- Zi Ig "T5 
VIY. Vaz pia 7 Yirg 2 (3.54) 


Aplicaţii, 11, Să se determine regiunile în care'un punct material greu poate 
sta în echilibru pe o elice aspră (avînd coeficientul de frecare Pi de ecuaţii pérambtsice 


474 cos 0, y=a sin 0, 2— 40 (axa Oz verticală gi ascendenti). 
Rezolvare. În cazul de faţă X=0, Y=0, Z 


G, iar derivatele i rt cu 
parametrul 0 vor fi s/— —a sin 0, y'=a cos 0, s'=h, ia brie 


Rezultă pentru echilibru 


Pentru că |—GA|--Gh. rezultă 
h 


Valeni 


Există atunci două posibilităţi: sau această inegalitate este satisfăcută şi atunci punctul 
material este în echilibru în orice punct pe elice, sau această egalitate nu este satisfăcută 
i atunci echilibrul este imposibil, Dacă he say punetul este. fn. echilibru limită (inditerent) 
fa orice poziţie pe elice, 


c M o 
Woo. sau AGa, 
Viu V 
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í 12°, Să se determine poziţiile de echilibru ale unui punct material greu pe o sferă 
aspră. 


Rezolvare. par centrul sferei este în originea axelor de coordonate si raza ei 
este R, ecuația este f=x!-Hy?+21— R3—0, Presupunînd axa Oz verticală şi ascendentă X=0, 


Y=0, Z=—G. Apoi 
dS or: May. 9f 
aT yT ar 
1—G6G-2:| 1 
DIE IgE 
GV 433-451 45i Vrbe 
7finind seama că 2?-- y?-- 72 — R? condiţia de echilibru se scrie 
cR 
Virgi C 


22: 


l-=I> 


Dacă z>0, atunci |—2]—2 și 2> 


VC Această condiţie este îndeplinită de o 
calotă sferică situată deasupra planului de cotă s= 


Vi 


Dacă z«0, |—z|=—z rezultă zx; —- „ Această condiţie este îndeplinită de o 


DIE e 
Yiret 
R 


calotă sferică situată sub planul de cotă 2= —— 
Viu 


a IV. SISTEME DE FORTE 
A, SISTEME GENERALE 


8 1. Solidul rigid. Corpurile din natură sînt deformabile, într-o măsu- 
ră mai mare sau mai redusă. Nu există corp perfect rigid. Totuşi, pentru 
anumite materiale (metale, lemn, zidării etc.), într-o primă aproximaţie, 
defórmafiile pot fi neglijate fără ca rezultatele cercetărilor întreprinse 
să se îndepărteze sensibil de realitate. Se ajunge astfel la conceptul mate- 
matic de solid rigid. Acest concept ușurează mult calculul şi este aplicat 
în mod deosebit în mecanica rațională. 

Se numeşte, solid rigid un corp la care distanța dintre două puncte 
oarecare rămîne aceeaşi cînd asupra sa acționează un sistem de forte finite, 
oricît de mari ar fi aceste forțe. 

În dinamică se va arăta că, în particular, dacă asupra solidului rigid 
acționează două forțe egale şi direct opuse, în două puncte 4 si B diferite 
(fig. 4.1, a sau 4,1, d) ele nu au nici un efect asupra solidului. Dacă solidul 
se găsea în repaus față de un reper fix, el continuă să rămînă in stare de 
tepaus; dacă se găsea în stare de mișcare, el continuă-să se miște ca şi cînd 
nimic n-ar fi intervenit din exterior, 

„Rezultă cá, dat fiind un sistem de forţe care acționează asupra unui 
solid rigid, se pot introdüce sau suprima oricind două forțe egale si direct opuse, 
fără ca Prin aceasta efectul sistemului de forțe asupra solidului rigid să se schimbe. 
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r(elor care acţionează asupra solidului rigid. Să 

«id a hernie p) Dow al ei forțe poate fi deplasat pe suportul 
ei fără ca efectul pe care forța îl are asupra solidului rigid să se schimbe. 
Într-adevăr, fie F o forță care acționează în punctul A al unui solid 
rigid (fig. 4.2). Fie un punct B oarecare pe suportul forței F. În acest punct 
se consideră aplicate două forțe F si —F egale si opuse (fig. 4.2, b). Prin 


Fig. 41 Fig. 42 


aceasta efectul forţei F nu s-a schimbat. Se poate suprima acum perechea 
de forțe: F (aplicată în A) şi —F (aplicată în B). Nici prin această operaţie 
nu s-a schimbat nimic în ceea ce privește efectul forțelor asupra solidului. 
Se ajunge astfel la situaţia din fig. 4.2, c. Ori, această situație diferă de 
cea inițială prin faptulcă punctul de aplicaţie al forței F s-a deplasat 
pe suportul ei din A în B. 

Forţele care acționează asupra unui solid rigid pot fi reprezentate 
deci prin vectori alunecátori. 

În consecință, pentru aceste forţe se aplică teoria vectorilor alunecă- 
tori, carea fost prezentată în cadrul „Calculului vectorial” (cap. I, $$ 16—25). 

Rezumăm rezultatele obținute la acel capitol, pe care însă le parti- 
cularizăm pentru sistemele de forțe. 


B. SISTEME DE FORŢE OARECARE 


$ 3. Operații elementare de echivalență, Efectele mecanice ale unui 
sistem de forţe oarecare asupra unui rigid nu se schimbă dacă se înlocuieşte 
într-un punct dat o forță sau mai multe forţe, cu un sistem echivalent, 
aplicînd regulele stabilite anterior cu privire la paralelogramul forțelor. 
De asemenea, efectele mecanice nu se schimbă dacă se deplasează punctul 
de aplicaţie al unei forţe pe suportul ei. Acestea sînt cele două operaţii 
elementare de echivalență ce pot fi făcute cu forţele unui sistem care acfio- 
nează asupra unui rigid, 


$ 4. Invarianţii unui sistem do forţe, Un sistem de forţe care acfio- 
nează asupra unui rigid are ca invarianji faţă de operaţiile elementare 
de échivalenfá: 


a 
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a) Vectorul rezultant @ definit ca sumă a forţelor și obținut prin apli- 
carea regulii paralelogramului forțelor. Iixpresia sa este 


=F, (4.1) 

iar proiecţiile sale pe axe sînt 
X-ZX, Y=5Y, Z-ZZ. (4.2) 
b) Vectorul moment rezullant în raport cu un punct O, Mo definit ca 
mid momentelor forțelor sistemului în raport cu acest punct. Expresia 
Jio Xr x Fi, (4.3) 
unde s-a notat cu 7, vectorul de poziţie al punctului de aplicaţie A; al 


unei forțe oarecare Fia sistemului, în raport cu punctul O(r; —O4 ,). Proiec- 
fiile pe axe ale vectorului moment rezultant sint 


Jiloz— X(yiZa—YQ,. loy EGiXi—xiZQ,. Mos E(iYi—yiX 0), (14.4) 


unde cu xi, yi, za s-au notat coordonatele punctului Aş. 

Orice alt invariant față de operaţiile elementare de echivalență, in 
afară de @ şi Mo sînt o combinaţie a acestor doi invarianfi. 

Ansamblul celor doi vectori poartă numele de /orsorul sistemului de 
forțe în raport cu punctul O. 

Vectorul (2 rămîne același oricare ar fi punctul O de calcul al tor- 
sorului;, vectorul Mo se schimbă de la un punct la altul după legea (1.40) 


Jllp— Mo-+ PO x (g. (4.5) 
În cazul cînd (Q—0, momentul rezultant Mp nu variază. În cazul cînd 


R0, Mp variază devenind minim în punctele unei drepte denumite axa 
centrală a sistemului de forte. Ecuația vectorială a acestei drepte poate fi 
pusă sub forma (1.70) 


PB. (4.6) 


q 
Ecuațiile scalare ale aceleiași axe pot fi puse sub forma (1.75) 
Mos YZ+¥ — Moy-:X 54 Mos tă (47) 
X wie j ki $ ? 2 


Expresia momentului rezultant minim (într-un punct al axei centrale) 

este (1,68) 
B: Mo Mos VY Mo +2: M ` " 
I min qo s ip in DU (4.8) 
8 5, Echivalen(a n două sisteme de forfo, O consecinţă a teoriei generale 
a vectorilor alunecători este că doud sisteme de forțe (S) și (S") sint. echivalen- 
te, adică produc același efect mecanic asupra unui rigid dacă au același vector 
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vezultant şi acelaşi vector moment rezultant în raport cu punctul O. Vom scrie 
aceste condiții prin egălităţile 


(qp 
` Mo=. Mo 


Aceste două egalități pot fi strinse într-una singură, dacă se utili- 
zează noțiunea de torsor. Obţinem atunci condiţia: două sisteme de forte 
(S), și (S^) sint. echivalente dacă au în punctul O acelaşi forsor, ceea ce se 
scrie 


(4.9) 


sS) s (7). (4.10) 


$ 6. Reducerea unui sistem de forțe, Reducerea unui sistem de forţe 
revine la găsirea celui mai simplu sistem de forțe, care să aibă același torsor 
ca și sistemul dat ($ 5). 

Tipurile de sisteme simple sînt limitate, în funcţie de posibilităţile 
care există pentru componentele (Q si Mo ale torsorului, 

a) Cazul R=0 și Jlo=0. Sistemul de forțe dat este echivalent cu zero 
sau în echilibru, deoarece un sistem (formal) care n-ar avea nici o forţă, 
are evident @=0 si Mo=0, ca si sistemul dat. 

b) Cazul (2=0 şi Mo#0. Sistemul de forţe dat este echivalent cu un 
cuplu, ale cărui forțe acționează într-un plan normal pe vectorul Æo, for- 
fele F, si —F, ale cuplului fiind astfel alese încît 


Fi dy | lol, (4.11) 


"unde prin 4, s-a notat braţul cuplului (distanța dintre suporturile celor 
două forțe). Sensul forțelor F, şi —F, trebuie să fie astfel alese încît sensul 
vectorului Mo să respecte regula şurubului, 

— În cazul cînd REO, sistemul de forțe admite o axă centrală. În 
acest caz reducerea depinde de punctul în care este făcută, În cazul cind 
punctul se află pe axa centrală reducerea se numește canonică. 

În cazul cînd reducerea se face intr-un punct oarecare O, sistemul 
de forţe poate fi înlocuit cu o forță F— (p aplicată în O şi un cuplu ale 
cărui forțe F, si —F, sint situate într-un plan normal pe vectorul Mo, la 
o distanţă d,, astfel încît să fie îndeplinită relaţia (4.11) şi să fie respectată 
regula şurubului, 

În cazul reducerii canonice se deosebese două cazuri, după cum momen- 
tul rezultant minim Almin dat de relaţia (4,8) este nul sau diterit de zero. 
Deoarece am presupus R0, totul revine la a studia cazurile cînd scalarul 
torsorului (Q // este nul sau diferit de zero, 

_€) Cazul REO şi (Q, f 0. Sistemul de forțe se reduce la o forţă unică 
=R aplicată într-un punct de pe axa centrală si avind direc 
d) Cazul RHO sí Po M0, Sistemul se reduce la o fori F 
într-un punct de pe axa e 


7 


acestei axe. 
(R aplicată 
entralà si la un cuplu ale cărui forje A şi Fi 
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acționează într-un plan normal pe axa centrală pe două suporturi situate 
la distanța d, astfel încît să subsiste relația E 


VA pd | ntn] (4.12) 


şi să fie respectată regula surubului drept. Un asemenea sistem de forțe 
alcătuit dintr-o forță şi dintr-un cuplu acfionind într-un plan normal pe 
suportul forţei nu are încă o denumire consacrată. Îl vom denumi în cele 
ce urmează dinamă, torsor minim sau rásucilor. 

În concluzie există patru cazuri posibile de reducere a unui sistem 
de forţe: 


) @=0, Mo=0 echilibru 

b) (Q—0, Mo+0 cuplu (4.13) 
c) (22-0, (Q-//[o—0 forță unică ` 3 
d) (93-0, 2: Mo40 dinamă (torsor minim, răsucitor). 


` Se poate da o interesantă interpretare fizică acestor patru cazuri de 
reducere a, sistemelor de forțe, dacă se consideră posibilitățile de mişcare 
ale rigidului. Să presupunem că sistemul de forțe ar acționa asupra unui 
corp omogen de formă sferică care se află în stare de repaus faţă de un reper 
inertial. 

Dacă sistemul de forțe este în echilibru, se constată că, după aplicarea 
sistemului de forțe, corpul continuă să rămînă în repaus. 

Dacă sistemul de forțe este echivalent cu un cuplu, se constată că, 
după aplicarea sistemului de forțe, corpul începe să se rotească în jurul 
unei axe paralele cu vectorul Mlo si trecînd prin centrul sferei. 

. Dacă sistemul de forțe este echivalent cu o forță unică trecînd 
prin centrul sferei, se.constatá că, după aplicarea sistemului de forțe, corpul 
capătă o mișcare 'de translație în direcția și sensul vectorului (Q. 

n sfîrşit, dacă sistemul de forțe este echivalent cu o dinamă (torsor 
minim, rásucitor) a cărui axă centrală trece prin centrul sferei, atunci 
corpul capătă o mișcare elicoidală deplasîndu-se în lungul axei centrale, 
în direcţia şi sensul indicat de şi rotindu-se în jurul aceleiaşi axe în 
sensul indicat de Mo. 

Observaţie. Concluziile de mai sus nu mai sint riguroase în cazul unui corp 
de o formă oarecare, sau în cazul cînd corpul sferic nu se află iniţial în repaus. În cazul 
general mișcarea corpului este determinată, așa cum se va arăta în dinamică, de condițiile 
inițiale, de masa sa, de momentele de inerție principale centrale si de sistemul de forțe. 
Faptul că în cazul unui corp sferic omogen elementul hotăritor este sistemul de forţe, se 
datorește simetriei corpului. Menţionăm că si în cazul unui cub, octaedru regulat ete. con- 
cluziile arătate în cazul corpului sferic rămîn adevărate, 

Aplicaţii, 1°, Asupra unui corp de formă paralelipipedică (04 —a, 0B=0C=2a) 
acţionează sistemul de forţe Fy, ..., Fe, avind punctele de aplicaţie, direcţiile şi sensurile 
indicate în fig. 4.3, lar ca module |F,|- |Fal= IF, |- [Fa [9 Pi [Fa | [F5] 2 P. 
Se cere; a) să se facă reducerea sistemului de forţe în raport cu punctul O; b) să se arate 
că sistemul se reduce la o dinamă; c) să se serio ecuaţiile axei centrale; d) să se calculeze 
elementele torsorului minim (vectorul rezultant și vectorul moment rezultat într-un punct 
de pe axa centrală), 
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Rezolvare. a) Vom calcula proiecţiile vectorului rezultant si ale momentului 
rezultant pe axele de coordonate, Se obține: 


Y, 4 Yid Yst Y 
Z = Zoo Za + Za t Zit Zi 
IB=2 Pda P2a=6Pa 
Moyss —Z,0A —Zy BD — Pa —2P-a— —3Pa 


2P4- P--2P .P-6P 


Rezultă 


6PÀ, lo =6Pai— 3 Paj 4- Pak. 


b) Observăm că (0220, Mo+0. Calcultnd trinomul invariant obtinem. Mo=6Pta+0. 
Sistemul de forţe se reduce la o dinamă (torsor minim, rásucitor). 
c) Ecuațiile axei centrale, cate în cazul general sînt 


JMlo;—yZ-iY Soy—2X xz Mo, YA yX, 
Y zZ 


în cazul de față devin 
6Pa—6Py  —3Pa46Px Pa 


0 0 6P 


Aceste ecuaţii mai pot fi scrise = y=a. Rezultă că axa centrală este paralelă cu 


axa Oz. Ea este una din axele de simetrie ale 
paralelipipedului. 


d) Vectorul rezultant (A rümine același 


ca în O (2 =6P7). Vectorul moment rezul- 
tant va deveni 


Pig, 4.3 Fig, 44 
2°, Pe fețele laterale ale unul paralelipipe Fa R, şi 
le ale ped acționează forţele 7 „R gi 
dlrecțiile diagonalelor AK, CH, CIT al AH, şi sensurile indicate ta tig 4-1. SULI ei O1 
=3a, OC=4a, OH s124, iar (È, |= IF, |-4P VIO, FRF, VPVI?7, se cere: 


a) să se reducă sistemul de forţe în raport cu puuetul 0; 
b) eu ce este echivalent sistemul de forie; i 


Fa, avind 
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c) ecuaţiile axei centrale; 

d) elementele torsorului minim, 

Rezolvare. a) Vom calcula proiecţiile vectorului rezultant şi ale momentului 
rezultant pe axe. Observind că 


4aj + 12ak 


—4Pj412P£, 
V 16273-14425 


= æ £&. dux 4z am, 4E ze 
F,= [F vers F;= |F, vers AE= |F;| [zs] 42 Y 


e MR Na na aga CE. — _3ai+ 12ah = > 
F,- |F; Ivers Fp= [Pavers CE= |F, |* Tes] e pg TEA 
1 ar Fiha 


= = x mH — —Aaj-- 12ak T 
= [F, Ivers Fo IF, vers CH= [Fal im 4P Y o AIA L AZLI2PR, 
: [ca] Y 16224-1442? J 


— Bai + 12ak 
VIa F 144a? 


C NE e AH B * 
F= |F, vers F,7 [F, vers AH— Figa 7 89 = -3Pi-12PÀ. 


vom avea 
X-X44-X,73P-3P—0, 
Y-Y,-Y,—-4P—4P—0, 

ZZ ZatZakZa= 12P+12P+12P+12P=48P, 
oz —Z,0C--Z,0€ —12P-4a--12P-4a—96Pa, 
Moy = —Z,:04 —Z, 0A = —12P-3a—12P-3a— —72Pa, 
oz Y,'0A — X,:0C—4P-3a—3P-4a—0. 

Deci 


(Q —48Pk, Jlo = 96Pai — 72Paj. 


b) Se observă că (2-20. 'Trinomul invariant R'Mo=xXMor+YMoy+zMo:=0. 
Deci sistemul de forte se reduce la o forță unică. 
c) Ecuațiile axei centrale, care, in cazul general sint 
Jüoz—yz-^zY _Moy—:X+x2 _ Joi—-sYMyX. 
X Y Z 


în cazul de faţă devin 


96 Pa—48 Py__ —72 Pa-+48 Px_ 0 
0 0 48P ` 


3a 
Aceste ecuaţii pot fi scrise mai simplu: y=2a, un $i ne arată că axa centrală a 
sistemului de forte coincide cu axa de simetrie paralelă cu Oz, a peralelipipedului. 


C. SISTEME PARTICULARE DE FORTE 
Vom analiza cîteva sisteme particulare de forțe care intervin mai 
des în aplicaţiile practice. 


$ 7. Forțe concurente. Vom numi forțe concurente în cazul unui rigid, 
forţele ale căror suporturi sînt concurente. Cazul acesta este ceva mai general 
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decît cel din cazul punctului material, cînd forţele aveau si același punct 
de aplicaţie. 

Tie O punctul comun al suporturilor forțelor. Vom calcula torsorul 
sistemului în raport cu acest punct. Momentul rezultant în raport cu O 
este evident nul. Ca urmare $i scalarul torsorului 2: Mo=0, deci nu sînt 
posibile decît două cazuri de reducere: 


18—0, Mo=0 echilibru | (4.14) 
(930, 2: /llo=0 forţă unică. 


Regăsim astfel rezultatele cunoscute de la sistemele de forţe concurente 
care acționează asupra punctului material. . 
Axa centrală trece. prin O si coincide cu suportul rezultantei. 


$ 8. Forțe in plan. Vom numi forțe in plan, forţele ale căror supor- 
turi se gásesc in acelasi plan (II). Fie O un punct din acest plan. Vom 
calcula torsorul în raport cu O. Momentul unei forțe oarecare F; a sis- 
temului în raport cu O este evident un vector normal pe planul (II). 
Şi momentul rezultant Mo va fi în cazul general un vector normal pe 
planul (II). Cum forțele au suporturile lor în planul (II), vectorul rezul- 
tant @ în cazul general va fi si el cuprins ín planul (II). Deducem că 
vectorii (2 şi Mo sînt ortogonali, deci (Q.. [o —0. Nu sînt deci posibile decît 3 
cazuri de reducere a unui sistem de forțe plane: 


a) 2=0, Jlo=0 echilibru | 
b) R=0, Mo+0 cuplu 
€) 92-0, R.Mo=0 forță unică. | 


Axa centrală se poate determina folosind faptul că în cazul 9-0 
nu este posibil decit cazul de reducere la o forță unică. Momentul rezultant 
fiind un invariant faţă de operaţiile elementare de echivalență, urmează 
că el va fi egal cu momentul forţei unice, respectiv al rezultantei. Această 
proprietate este cunoscută sub numele de teorema lui Varignon. Ea se scrie: 


7xB=lo, (4.16) 
unde prin 7 s-a notat vectorul de poziţie al unui ax 
i É y l ifie a punct curent de pe axa 
centrală. Ecuația (4.16) poate fi considerată ca ecuația vectorială a axei 
centrale a sistemului, 

: arena un sistem de axe Oxyz astfel încît planul forțelor să coincidà 
cu xOy si notînd cu x,y,z coordonatele unui punct curent de pe axa 
centrală, cu X si Y proiecţiile vectorului Z pe axele Ox si Oy (Z—0) si 


Cu Mor prolecția vectorului Mo pe axa Oz (Alor =0, Moy=0), ecuația (4.16) 


(4.15) 


J 
y 


î [> Mork, 


Pj 
Xy 
XY 
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de unde deducem 
i 2—0, Yx—Xy=Moz, (4.17) 


care sînt ecuațiile axei centrale, Prima ecuație arată că axa centrală se 
află în planul forțelor. 


Aplicaţie. 3°, Se consideră (fig. 4.5) două ziduri de sprijin de aceeași lungime, 
unul avînd secțiunea transversală dreptunghiulară de dimensiuni bx A şi fiind acționat de 


E 
0 B A 
REA 
low 
| Fig. 45 
; "ON : f 
greutatea G aplicată la distanța T de muchia ce sé proiectează în O si un al doilea zid avind 
secțiunea transversală triunghiulară care este acționat de o forță $ aplicată la distanța = 
de aceeași muchie. Ce forță orizontală H poate suporta primul zid şi ce forță H poate suporta 
cel de-al doilea zid astfel încît axa centrală a sistemului de forțe date să intersecteze baza 
à Y 
OA in punctul B ( oB=3 b). Discuţie. 
„Rezolvare. Deoarece axa centrali trece prin B vom reduce sistemul de forțe 
in raport cu acest punct. Momentul rezultant în raport cu B trebuie să fie nul, căci, în 
raport cu un punct de pe axa centrală un sistem de forţe plane se reduce întotdeauna la o 
forță unică. Rezultă atunci: 
în cazul zidului, de secţiune dreptunghiulară 
2b b h Gb 
G ză )-s-* de unde H— ai 
în cazul zidului, de secțiune triunghiulară 
G(2b b h Gb 
2|-2|-—H$-0 ac unde Hs S$, 
Al 3) H3 de unde H Th 
Se observă că s-a obținut acceaşi valoare pentru forța H, De aici se poate trage con- 
cluzia că cele două ziduri de sprijin se comportă la fel, Zidul de secțiune triunghiulară este 
mai avantajos fiind, evident, mal economic, 
$ Cupluri, Dacă asupra unui rigid acționează simultan mai multe 
cupluri (F4, =F), (F,, =i) e (Eie —F), i (En, —Fu), vom observa cá 
[| 
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rezultanta fiecărui cuplu în parte fiind nulă și rezultanta întregului sistem 
de cupluri va fi de asemenea nulă. Momentul rezultant Mo al sistemului 
de cupluri este egal cu suma momentelor cuplurilor. Deci 


@=0, Mo= Efi, (4.18) 


unde prin A; am notat momentul cuplului (Fi, —F). "e F 
Din expresiile (4.18) deducem că în cazul unui sistem de cupluri 
nu sînt posibile decît două cazuri de reducere 


2=0, Mo=0 i ră (4.19) 
@=0, Moz0 cuplu. 


Deci în cazul cel mai general un sistem de cupluri este echivalent cu un 
cuplu unic situat într-un plan normal pe vectorul Mo. 


8K10. Forte paralele. Să considerăm un sistem de forțe avînd supor- 


turile paralele cu o aceeași axă de versor u. O forță oarecare Fa sistemu- 
lui se va scrie 


Fiı=Fu, (4.20) 
unde prin F; s-a notat scalarul forței F;. Forțele pentru care F4>0 au ace- 


laşi sens ca și axa, iar forțele pentru care F;<0 au, sens contrar. 
Vectorul rezultant are expresia 


Q—XF,-XFu-uXF, (4.21) 


Vectorul moment rezultant se poate pune sub forma 


Ho= rix Fi Yrix Fai ZF ax (EFP) x a. (4.22) 


eoe Din expresiile (4.21) şi (4.22) rezultă că vectorul (2 este paralel cu 
tt, lar Mlo este ortogonal pe w, fiind produsul vectorial dintre 4 si un alt 
Vector. Deci MoL@, de unde deducem @:Mo=0. În consecinfá, un sistem 


de forțe paralele nu se poate reduce niciodată la o dinamă (torsor minim, 
răsucitor). Rămîn numai trei cazuri posibile 


a) @=0, Mo=0 echilibru 

b) Q=0, Mo+0 cuplu (4.23) 

c) (03-0, 2: Mo=0 forță unică 

Deoarece ín cazul cel mai general posibil sistemul de forțe paralele 
se reduce la o forță unică, pentru determinarea axei centrale vom utiliza 
ca $i în cazul forțelor plane teorema lui Varignon sub forma (4.16): 
rx Alo, 

în care, înlocuind @ si Mo cu expresiile (4.21) si (4.22) obţinem 


rue X= (Xr) Xu, 
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sau 
*Xr)xu-(Errg)xu, 
X r)r-Yrir]xu-o. 
Din această ultimă relație deducem paralelismul celor doi vectori 
[((EFjr— EF] şi wu, deci 
(Ar)r-XiFvi-wu, 


unde p. este un parametru variabil. De aici deducem pentru 7 expresia 


sau încă 


unde am notat cu p expresia 
MAI P (4.25) 


iar cu A un alt parametru variabil care se deduce din parametrul p prin 
împărţire cu scalarul XFj. 

Ecuafia (4.24) este ecuaţia axei centrale. Sub această formă se recu- 
noaste uşor că axa centrală trece prin punctul C, de vector de poziţie p, 
şi are aceeași direcție ca si forțele. 

„„ Punctul C definit de vectorul p se bucură de o proprietate remarca- 
bili. Astfel, dacă se presupune că, fără a schimba punctele deaplicatie 
ale forțelor si nici mărimile lor scalare, le rotim în așa fel încât în noua 
lor poziţie forţele să devină paralele cu o altă axă de versor w’, se constată 
că noua ecuație a axei centrale este 


T—p-d 
căci vectorul de poziţie p nu s-a schimbat. m. E t 
De aici se trage concluzia cá în aceste condiţii axa centrală trece prin 
punctul fix C. Acest punct remarcabil poartă numele de centru al sistemului 
de forțe paralele. 


Coordonatele £, 4 şi C ale punctului C se obțin proiectind pe axe 
relația (4.25). Se obţine 


1 Lra Xn» e Fu (4.26) 


Expresia (4.25) a vectorului de poziţie al centrului forţelor paralele 
permite să se deducă următoarele proprietăţi ale acestuia: —— 

a) Poziția centrului forțelor paralele nu depinde de direcţia forțelor 
[expresia (4.25) este independentă de ]. 
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b) Poziția centrului forțelor paralele nu se schimbă dacă toate forţele 
se máresc sau se micșorează în acelaşi raporl k. Într-adevăr înlocuind F; cu 


kF; se obține 
2o XE ADEN Xn 
i Yn IEF, Xn 
c) Poziţia centrului forțelor paralele nu depinde de sistemul de referinţă, 
el fiind un element intrinsec al sistemului de forjc. 
Într-adevăr, să presupunem că se schimbă sistemul de referinţă. Fie 0' 
noua origine. Să notăm O'O—r,. Rezultă că vectorul de poziţie 7j al unui 
punct A; faţă de noul sistem este legat de vectorul de poziţie 7; al ace- 


luiasi punct faţă de vechiul sistem prin relația 


MEL (4.27) 
Centrul C al forțelor paralele va avea faţă de noul sistem vectorul de poziţie: 
"ee. 

Dacă centrul forțelor paralele s-ar schimba, atunci cînd s-ar trece la noul 
sistem de referinţă, notînd cu C’ noua sa poziţie si cu p’ vectorul de poziție 
corespunzător, am avea 

p'=rotptCC”. : (4.23) 

Pe de altă parte, finind scama de (4.25) si de (4.27), vectorul de poziţie p’ 
va avea expresia : 

Lo ER m+) o nPER+E Rn - - 3 

P Y A Toe. (4.23) 


Comparind acum relaţiile (4.28) si (4.29) deducem că CC'—0, de unde C'zC, 
deci poziţia centrului maselor nu depinde de sistemul de referintá, el fiind 
un element intrinsec al sistemului de forte. 


Aplicaţii. 4. Să se determine centrul forţelor paralele F, şi F, aplicate in punc- 
tele As Vu 20, Aer Ya 9: iie ME 


Folosind formulele (4.26) obţinem 


Pet p EnEn y 
Fitta Fitta 


F; 
Dacă notăm raportul ph expresiile coordonatelor centrului forţelor paralele devin 
1 


Abba, * 
y DA 
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în această formă se recunosc coordonatele unui punct care împarte segmentul 4,4, 
în raportul A. Deci 


Din această relație rezultă că, în cazul a două forțe paralele centrul lor C imparte 
segmentul 4,43 în raportul invers raportului scalarilor forțelor. Deci, punctul C este mai 
apropiat de forța al cărei modul este mai mare, 


Â 


År Az 
^ Fig; 46 Fig. 47 


Mai rezultă că dacă forţele F, si Fẹ au același sens, k> 0 si C se găsește in interiorul 
segmentului 4,4, (fig. 4.6), iar dacă F, si F, au sensuri opuse, 4<0 şi C se găseşte in 
exteriorul segmentului 4,4,, de partea forţei celei mai mari (fig. 4.7). 

5°, Să se determine rezultanta forțelor paralele din fig. 4.8. 

Rezolvare, Vom aplica teorema lui Varignon. Vom scrie cá suma momentelor 
forţelor, de exemplu în raport cu punctul 4, este egală cu momentul rezultantei sistemului, 
calculat în. raport cu același punct, Scalarul rezultantei, presupusă dirijată în jos, va fi 


(D= P+ P—2P4+3P—2P--4P=5P, 


Fig. 48 


Am obţinut un scalar pozitiv, decl rezultanta este într-adevăr dirijată în jos, aşa cum 
s-a presupus, Fie x distanța de la A la suportul rezultantei, presupus situat la dreapta punce 
tului A. Teorema lui Varignon se serle 


— Pa--2172a —3 P382 P4a 4D 5a —5P«x, 


10 — Mecanica teoretică 
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Această ecuație se mal serie 
—18 Pa- —5 Pa, de unde 493,0 a. 
6^. O placă dreptunghiulară OABC de dimensiuni 2,10x 2,40 m? este acționată de 


1 le respectiv cu P, 2P, 3P și AP (fig. 4.9). În ce punct trebuje 
Dc V Nd uo astfel încît ea să rămînă în echilibru, în poziție orizontală? 


Fig. 49 


Rezolvare. Tensiunea din fir trebuie să echilibreze rezultanta celor patru forte 
paralele. Rezultanta acţionează în centrul acestor forţe paralele, deci și firul trebuie legat 
de placă în acest centru. Alegînd sistemul de axe din figură si observind că 20=24=2p=2c=0, 
deducem 4=0. Celelalte două coordonate ale centrului forţelor paralele vor fi 


p 3 PX,104 Px 2,10 


Px2,40--2 Px 2,40 
10P =0,84 m, q5 ——7 7 T n 


10P 
Deci firul trebuie legat în punctul D (0,84; 0,72; 0). 
79, Să se determine poziţia suportului rezultantei forţelor paralele distribuite din 
fig. 4.10, a, b, c, d. 


A Rezolvare. Vom considera în toate cazurile sarcini elementare Prdx. Sumele 
din formulele ce dau coordonatele centrului forțelor paralele se vor transforma în integrale. 
n particular, pentru cazurile din fig. 4.10, vom avea 


—0,72 m. 


ala Ade 
a 
fosse 
Pentru cazul din fig, 4.10, a, acela al unei sarcini uniform distribuite, avem Pa p (constant) si 
U a ma as 
MZ Zio Y" a 


a a 
P= pais f Ddyespa, E- 
0 0 


vi 
lo 
buit este echivalentă cu o sarcină concentrată P=pa, apli- 


Deci o sarcină uniform distri 
cată la mijlocul porțiunii (ncdrcafe 
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Pentru cazul din fig. 4.10, b (sarcină triunghiulară) ab si rezultă 


Deci o sarcină distribuită triunghiular esie echivalentă cu o sarcină con- 
cenlrală pP=Apa, aplicată la o distanță de E de una din extremități și E 


de cealaltă extremitate a porțiunii încărcate. 


Pentru cazul din fig. 4.10, c (sarcină parabolică), pap si rezultă 


p= fpeis- NL 


Deci o sarcină parabolică 
de forma celei din fig. 4.10, c se 
poate înlocui cu o sarcină con- 


centrală P=% (a treia parte din 


aria dreptunghiului circumscris) 
şi este aplicată la o distanță de 


iade una din extremități si 


E de cealaltă extremitate a por- 


fiunii încărcate. 7 
Pentru cazul din figura 
4.10, d (sarcină parabolică) pz= 


=[22 -4] şi rezultă 


Kk 


pa^ pa 
ai 3 3’ 
0 
P di 
2 
" 
dr 
P b) 
x 
d 
x P g 
x 
P a) 
x 
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Deci o sarcină parabolică de forma celei din fig. 4.10., d este echivalentă 
cu o sarcină concentrată P—pa (două treimi din aria dreptunghiului circum- 


. y ] DUUM 
scris) aplicald la o distanjd de Ža de una din extremităļi şi za de cea- 
laltă extremitate a porțiunii încărcate, 


V. CENTRUL MASELOR 
(Centrul de greutate) 


$ 1. Greutatea corpurilor. 1oate corpurile situate la suprafața Pămîn- 
tului sînt grele, adică sînt supuse unei forțe numită greutate. Aceasta dove- 
deşte că la suprafața Pămîntului există un cîmp de intensitate g; acest 
cîmp poartă numele de cîmp gravitațional terestru și se manifestă prin aceea 
că asupra unei particule materiale de masă m se exercită în acest cîmp o 
forță proporțională cu masa 


G=mg. (5.1) 


Intensitatea g a cimpului gravitațional terestru, așa cum se va demon- 
stra în dinamică, este variabilă cu latitudinea şi cu altitudinea. Astfel, la 
nivelul mării, la ecuator £—9,781 m/s? si la pol g—9,831 m/s?. În ceea ce 
priveşte direcţia, vectorul g este dirijat aproximativ către centrul Pămîn- 
tului. Abaterea atinge valoarea maximă de circa 6' la latitudinea de 45° 
faţă de verticala teoretică a locului. ` 

Dacă se studiază o problemă de mecanică care afectează o regiune ale 
cărei dimensiuni sînt neglijabile față de acelea ale Pămîntului, cîmpul g 
poate fi considerat aproximativ constant. Ca o consecință, greutăţile C; 
ale diferitelor corpuri de mase m; pot fi socotite forțe Paralele şi li se pot 
aplica rezultatele studiului făcut în capitolul precedent relativ la forţele 
paralele, 

$ 2. Centrul de greutate al unui sistem de puncte materiale. Să con- 
siderăm un sistem de puncte materiale P; de mase mu. Fie r, vectorii lor de 
poziţie, Dacă presupunem că un asemenea sistem se găsește la suprafaţa 
Pămîntului, deci în cîmpul gravitațional terestru, şi are dimensiuni negli- 


jabile în raport cu ale Pămîntului, atunci greutăţile punctelor materiale P; 
sînt paralele între ele și egale.cu 


Gi=mug. 


Aplicînd în acest caz rezultatele stabilite la cap. IV, $ 10, ajungem ușor 
la concluzia că sistemul de forțe Gy poate fi înlocuit cu o forță unică 


G-Y6i-Y»(ug-Mg (5.2) 


d 
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denumită greutatea sistemului de puncte materiale (greutatea corpului). În for- 
mula (5.2) s-a notat 


Em=M (5.3) 
M fiind masa sistemului de puncte materiale. g 


Rezultanta G a forțelor G, este aplicată în centrul acestor forțe. Cen- 


trul forțelor Gu este, prin definiție, centrul de greutate al sistemului de puncte 
materiale. Poziția lui este dată de vectorul de poziție [v. cap IV, § 10, for- 
mula (4.25)] 


Lern (5.4) 
Dar 


şi relația (5.4) devine 


- Yours DOE 


DA d n . 5.5 
"YMO (Y — Yn "y 

Coordonatele centrului de greutate vor fi 
t Yrs M Yun M: Ya 6.5) 


DECRE X" 
$ 3. Centrul maselor. Analizind formulele (5.5) şi (5.6) se poate trage 
concluzia că poziţia centrului de greutate al unui sistem de puncte materiale 
depinde exclusiv de distribuția maselor m. Deci , centrul de greutate poate 
fi considerat ca un clement geometric al sistemului de puncte materiale şi 
ar putea fi definit independent de greutatea punctelor materiale care alcă- 
tuiesc sistemul, ca fiind punctul al cărui vector de poziție este dat de (5.5) 


- Emh 
P i" t 
În modul acesta se ajunge la o noţiune mai cuprinzătoare, aceea de 
centru al maselor, care are sens (spre deosebire de centrul de greutate) chiar 
la corpuri care nu sînt situate la suprafaţa Pămîntului. Astfel, se poate 
vorbi de centrul maselor în cazul sistemului solar; folosirea denumirii de 
centru de greutate ar fi improprie pentru acest din urmă caz. 

8 4, Proprietăţile centrului de greutate, a) Centrul de greutate se găseşte 
în interiorul oricărei suprafețe convexe (a) care confine în interiorul ei toate 
punctele sistemului. 

Într-adevăr să considerăm planul (Il) tangent suprafeţei (a) într-un 
punct oarecare P, Suprafaţa (c) fiind convexă se găsește în întregime de 
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aceeaşi parte a planului (II). Să alegem un sistem de axe astfel încît planul 
xOy să coincidă cu planul (II) iar sensul pozitiv al axei Oz să fie către regiunea 
din spațiu în care se găsește suprafaţa (c). Atunci cotele za ale tuturor punc- 


myz, » 
telor sistemului sînt pozitive. Rezultă Xm 0 şi tà" 0, deci cen- 


t 
trul de greutate al sistemului se află de aceeași parte a planului tangent 
ca şi suprafaţa (6). Cum punctul P este un punct oarecare pe suprafaţa (5) 
rezultă că centrul de greutate trebuie să se găsească în interiorul suprafeţei. 

b) Dacă punctele unui sistem se află pe o linie dreaptă, Centrul de greu- 
late se află pe acea dreaptă. Într-adevăr, considerînd un sistem de axe a 
cărui axă Ox coincide cu dreapta dată, rezultă y,—0, z,—0, deci Ymayv-9, 
YXynz—0 si prin urmare z;—0 și (—0, ceea ce justifică afirmaţia. 

c) Dacă punctele unui sistem se află într-un Plan, centrul de greutate 
al sistemului se află în acel plan. Într-adevăr, considerind un triedru ale 
cărui axe Ox si Oy să fie în planul dat, rezultă 2,—0 deci Yymiz,—0 şi 2—0, 
ceea ce justifică afirmaţia făcută. 

d) Dacă un sistem de puncte materiale admite un plan (II) diametral 
conjugat în raport cu o direcție (A), centrul de greutate se găsește în planul (TI). 

plan diametral conjugat unei 
direcţii dacă se bucură de proprietatea că la fiecare punct P, de masă m; 
corespunde întotdeauna un punct P, de aceeaşi masă, astfel încît dreapta P:P; 
este paralelă cu (A) si mijlocul segmentului P,P, se află în planul (m). 


n particular, dacă direcția (A) este normală pe planul (II) acesta din 
urmá poartá numele de Plan de simetrie. 


planul (II). Faţă de planul (II) punc- 
parte a planului (II) pentru care z;>0. 
— ete P, situate de partea cealaltă a planului (II) pentru care 
z;<0. 
— Puncte P, situate, eventual, chiar in planul (II) pentru care z;—0. 
Dat fiind caracterul particular al sistemului rezultà 2i=—2 si mi=m;. 
Atunci, pentru Întregul sistem 


Ema “Emeri Emet Ya Ema- Em0 
căci Emnjzz=— mz, iar my —0. Rezultă 
teorema. 


e) Dacă un Sistem de puncte materiale 
centru de simetrie), centrul de greutate al sistemului se află pe acea axă (res- 
fectiv în acel centru). Într-adevăr să presupunem că Oz este axa de simetrie. 
Se înțelege prin aceasta că la un punct Pila, Yi 20) de masă mi corespunde 
întotdeauna un punct P. (—x, —JYuo 2) de aceeaşi masă m;. Urmind 
calea de la punctul d) se poate arăta că Y»n,v,—0, si Sim W=0, deci E= %=0 
ceea ce justifică teorema, T i viis : 

În cazul cînd sistemul are un ce 
originea triedrului de referință se 


atunci 5—0 ceea ce justifică 


admite o axă de simetrie (sau un 


ntru de simetrie vom presupune că 
află în acest punct, Din condiția de sime- 


Á 
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trie rezultă cá la un punct P(x, yi, zi) de masă m, corespunde un punct 
Pi(— 4i, —yo —z,) de aceeaşi masă m. Procedind analog ca mai sus se 
deduce în acest caz Ynry=0, Yym,y,—0, Yynys—0 deci =7= t—0 ceea 
ce justifică teorema. 

k 1) Dacă un sistem de puncte materiale (S) se compune dintr-un număr p 
de sisteme (Sj), (Se), ..., (Sn) ale câror mase M,, Ma, ..., Mp si centre de 
greutate Cı, Cs, ..., Cp se cunosc, pozitia centrului său de greutate se poate 
determina cu formula ; 


Meat Miţa Mei, (5.7) 
MEM FU 


Într-adevăr, pentru sistemele (5,), (S), ..., (Sp) rezultă relaţiile 


mir. Xy, DLE 
2 ín" GU _ Go! 
: = , 
Pr m Ega PUFA Y" 
[S G2 Sp 


care mai pot fi scrise 
Ymwi—Mjp, Ymn—Mipnes YXiar—Mypp. 
(Sy (S9 *- Gp) 


Apoi pentru sistemul (S) 


ny, Jort grtt gr 
Ewa 4 p 2 


- G Sp Mq Mg M pêp 
Y" mpm etym M, +M, +- FM, 4 
[3] & ®© & ; ? 


astfel încît teorema este demonstrată. 


g) Dacă un sistem de puncte materiale (S) poate fi considerat ca rezul- 
tind dintr-un sistem (S,) din care lipsește un sistem (Se) şi dacă se cunosc ma- 
sele M, și Ma și centrele de greutate C, şi C, ale acestor două sisteme, atunci 
vectorul de poziție al centrului de greutate C al sistemului (S) se poate deter- 


mina cu Jormula 

pap 6.8) 
Demonstrația este analogă celei de la punctul precedent. Referitor 

la sistemele (S;) şi (S;) putem serie 


gmin ` ME 
= 8 

P 9 Pare 
3 & 


pm 
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relaţii care mai pot fi scrise încă: 


n—Mip, Xinuri- Mg. 
ngu Mie, yn " 
Apoi, pentru sistemul (S) 
" w 7, - 7 M " mr, 
Y Wi (Eme de) à" Xing, à et 


(000) n MeMa 
- i = X A MM FI 
(dm, + dam ) m Yn, m; 


(S) (52 


$ 5. Moment static. Se numeşte moment static al unui sistem de puncte 
materiale în raport cu un plan (II) suma produselor dintre masele punctelor 
materiale care alcătuiesc sistemul și distanțele de la aceste puncte la 
planul (II). 

Planul (II) împarte spaţiul în două semispaţii. Se convine ca distan- 
fele de la punctele sistemului la planul (II) să fie socotite pozitive, atunci 
cînd punctele se află într-unul dintre semispafii si negative cînd se află 
în celălalt semispafiu. 


Dacă se consideră planele formate de axele de coordonate Ox, Oy, Oz 
atunci sumele 


Xwus, Xmas Zmz 
reprezintá momentele statice ale sistemului de puncte materiale respectiv 
în raport cu planele y0z, 20, xOy. 


Din formulele (5.6) care dau coordonatele centrului de greutate al unui 
sistem de puncte materiale deducem s 


Ym tym M-£ | 
Xmaoyi- M (5.9) 
"*Xma-Mt. | 
Aceste relaţii permit formularea teoremei generale a momentelor 
statice: 


Momentul static al unui sistem de puncte materiale în raport cu un plan 
este egal cu produsul dintre masa întregului sistem şi distanța de la centrul 
de greutate al sistemului la acel Plan, 


Observaţie, Rezultă din această teoremă că pentru calculul momentelor statice, 
un sistem de puncte materiale poate fl redus la un punct material, centrul de greutate, în 
care s-a concentrat întreaga masă a sistemului, 

O consecinţă a teoremei momentelor statice este următoarea; 


Dacă momentul statie al unui sistem de puncte materiale în raport cu un plan este nul, 
centrul de greutate al sistemului se sesto în acel plan,- 


Într-adevăr momentul static fiind egal cu produsul dintre masa sistemului şi distanța 
de la centrul de greutate al sistemului la 


plan, cum masa sistemului nu este nulă, rezultă 
că distanța este nulă, adică centrul de greutate se găseşte în plan, 
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În cazul cînd sistemul de puncte materiale este plan se defineste ca 
moment static în raport cu o axă din plan, suma produselor dintre masele 
punctelor materiale ale sistemului și distanțele lor la axă, Axa împarte 
planul în două semiplane. Se convine ca distanţele să fie socotite pozitive 
cînd punctele sistemului se găsesc într-unul din semiplane și negative cînd 
se găsesc în celălalt semiplan. Dacă planul în care se găseşte sistemul de 
puncte materiale este planul 40y, atunci sumele Yymixı și Ymy, reprezintă 
momentele statice în raport cu axele Oy și respectiv Ox. 

Teorema enunțată pentru cazul sistemelor spaţiale se regăsește şi în 
cazul sistemelor plane sub forma: momentul static al unui sistem plan de 
puncte materiale în raport cu o axă din planul sistemului este egal cu produsul 
dintre masa sistemului şi distanța de la centrul de greutate al sistemului la 
acea dreaplă. 

De asemenea corolarul ei: 

dacă momentul static al unui sistem de puncte materiale în raport cu o 


` dreaptă din planul său este nul, centrul de greutate al sistemului se găsește 


pe acea dreaptă. 


Demonstrafiile sint analoge. 


$ 6. Centrele de greutate ale corpurilor, Un corp material poate fi 
conceput ca un sistem cu foarte multe puncte materiale. Mai comod pentru 
calcule este să se folosească conceptul de mediu continuu. În baza acestui 
concept se admite că nu există în interiorul unui corp nici un volum, oricît 
de mic, în care să nu se găsească materie. Să considerăm un volum foarte 
mic A, din corp si să notăm cu Am; masa sa. Centrul de greutate al acestui 
volum C, este situat în interiorul sáu. Să notăm cu 74 vectorul lui de pozi- 
fie. Vectorul de poziţie al centrului de greutate al întregului corp este 


Fácínd pe Av, să tindă către zero si Am; va tinde către zero, iar numă- 
rul volumelor va tinde către co; atunci sumele Er; Am şi XAmu vor tinde 
respectiv către fihnsi fam, integralele fiind extinse la intregul corp Prin. 
urmare 
fran (5.10) 


f dm 


Coordonatele centrului de greutate vor fi 


[sam vam 2 dm 


ui == -—. 


am : fam $ fam 


] 
Şi 
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$ 7. Masă specifică. Corpuri omogene, Centre de greutate geometrice, 
Să considerăm volumul, foarte mic Av; a cărui masă am notato cu Am, 
şi raportul 
Am, 
Av, 
Vom numi acest raport densitate medie sau masd specificd medie a volu- 
mului Av. Sá facem acum Av(20. Atunci și Am si raportul de mai 
inainte va tinde ín general cátre o valoare limitá pe care o notám cu 


dm 5 
u= (5.12) 


şi o numim densitaie sau masă specifică a corpului în punctul considerat. 
Mărimea y definită de relația (5.12) are întotdeauna o valoare finită şi pozitivă. 

Cunoscind legea de variație a masei specifice u=u(x, y, 2) în inte- 
riorul unui corp se poate calcula masa sa cu formula 


M= fdm— fudv. (5.13) 


În cazul cînd densitatea y este aceeași în toate punctele unui corp 
se zice că acel corp este omogen, de exemplu un corp executat din același 
material. În cazul unui corp omogen vectorul de poziţie al centrului de 
greutate este dat de expresia 


È jua | br dv fă fra 


fu d T ufdo dae ` Sa) 

Coordonatele sale sînt date de formulele 
; _ frw fya fzdv — 
= Ja 7 ms ( * We (5.15) 


NS În cazul cînd corpul arc una dintre dimensiuni — grosimea — foarte 
mică în raport cu celelalte două, se numește placă. În cazul plăcilor se ia 
în consideraţie densitatea superficială sau masa specifică superficială într-un 
punct, definită ca limita către care tinde raportul dintre masa Am 
şi suprafața AA, a unui element de placă, cînd A4;—0, adică — | 


Am 


= E (5.16) 


NEP T? 
p'=lim — 
AA A 


Ca și mai înainte, cunoaşterea legii de v 


Praga s i ariație a densității superficiale 
permite să se determine masa M a plăcii e Je pacto 


u formula 
M=fw'dA. (5.17) 


const, placa se zice 


m. ] omogenă: Aceasta se realizeaz? 
unei plăci executate f 


În cazul cînd f 
din acelasi material si avînd gro 


de exemplu ín cazu 
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sime uniformă. Poziţia centrului de greutate este determinată atunci prin 
vectorul ttt 


—__ Şraa m 
mM (5.18) 
iar coordonatele sale sînt i 
fraa yd4 zda : 
Bac 77 s Qt i (5.19) 


În cazul cînd corpul material este o bară (sau un fir), adică secţiunea 
sa transversală are dimensiuni neglijabile în raport cu lungimea, se definește 
densitatea liniară sau masa specifică liniară într-un punct ca fiind limita 
raportului dintre masa Am; şi lungimea As; a unui element de bară 

Amp dm 
"=lim y=. 
Ee y — dr 


(5.20) 


Cunoscînd legea de variație a densității liniare în lungul barei 
u"—y"(s) se poate calcula masa barei cu formula - 


M —fy'ds. (5.21) 


In cazul cînd u''—const, bara se zice omogenă: de exemplu cazul 
unei bare executate din același material și avînd secțiunea transversală 
constantă. În cazul barelor omogene poziţia centrului de greutate este deter- 
minată prin vectorul de poziţie i 


ba (5.22) 
[i ds 
iar coordonatele sale sînt date de formulele 
" ud EJ (5.23) 


gas? qut ds 


Analizînd formulele (5.14), (5.18) si (5.22) valabile respectiv pentru 
corpuri omogene, plăci omogene şi bare omogene se constată că în ele nu 
intervine masa corpului, ci volume, arii şi lungimi. În modul acesta se 
ajunge la noțiunea de centru de greutate geometric, . 

Ín multe probleme apar aceste centre de greutate geometrice. Legá- 
tura cu centrul de greutate al unui corp este aceea cá pozifia centrului de 
greutate geometric coincide cu aceea a centrului de greutate al unui corp, 
plăci sau bare omogene, Centrul de greutate geometric poate fi definit însă 
şi ca atare, adică prin formulele (5.14), (5.18), (5.22). 

Aplicaţii, 19, Bard rectilinie omogenă, Mijlocul barei este centrul de simetrie; 
deci centrul de greutate, trebuind să colneldà cu centrul de simetrie, va fi la mijlocul barei. 

2°, Bard omogend in forni de arc de cere (lig. 5.1). Notăm unghiul la centru al arcului 
cu 25 şi raza cu R. Alegem ca axă Ox bisectoarea unghiului, iar axa Oy în planul arcului. 
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Bara fiind plană (—0. Axa Ox fiind axă de simetrie 10. Pentru determinarea abscisei £ 
te aplică formula (5.23) 


Blementul de atc ds=R d0, iar += R cos 0. Rezultă 
+a HE ca 
fn cos p RAO R $_ 003040 pun, 


“Rao f** ao $ 
id Ai 


Fig. 5.1 Fig. 5.2 


3°, Placă omogenă drepiunghiulard. Punctul de intersecţie al diagonalelor este centrul 
de simetrie pentru dreptunghi, Deci centrul de greutate al unei plăci omogene dreptunghiu- 
lare este în punctul de intersecţie al diagonalelor. 

49, Placă omogenă triunghiulară (fig. 5.2). Placa are trei plane diametral conjugate 
direcfiilor laturilor trianghiului si anume planele care conţin medianele triunghiului. 

tr-adevăr fie (I1) unul dintre plane, care confine de exemplu mediana AA’, Fie EF 
un segment de dreaptă paralel cu BD. Acest segment este împărţit în două părţi egale de 
mediana AA’. Rezultă EC'—C'F. Oricărui punct P, de pe segmentul EC” îi corespunde 
un punct P, pe segmentul C'F de aceeași masă şi astfel încît PiPj]| BD si P4C'—C'Pj. 
Planul I] este deci un plan diametral conjugat direcţiei BD. 

Centrul de greutate al plăcii va trebui să se găsească deci în planul ([]). Pentru că 
placa triunghiulară este plană, centrul de greutate trebuie să se găsească în planul ABD, 
deci pe mediana AA’. Utilizind acelaşi raţionament pentru celelalte două plane diametrale, 
se ajunge la concluzia că centrul de greutate al unei plăci omogene triunghiulare este la inter- 
secția medianelor sale. 

5°. Placd omogenă în formă de sector circular. Notăm unghiul la centru cu 2 a şi raza 
cu R (fig. 5.9). Bisectoarea unghiului este axă de simetrie, O alegem ca axă Ox, axa Oy 
fiind tn planul figurii. Rezultă £—0, n=0 iar pentru E folosim formula (5.19) 


fa da 
= [m . 
Folosind coordonatele polare 4-0 cos 0 $i d4 =p dp d0 incit 


H 


n -Fa R? 
D s RE ga 
RE | bn d fo ete f, cos 020 | sin a 


m 2 2 Rsina, 
: n Fa qe a 
ff e az 0 fo (de f, 00 qoi i 
În cazul unui semicere v; şi rezultă 
AR 
zx 
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6°. Placă omogenă sferică. Să considerăm o i 

PA Hir porțiune ABCD dintr- á ză 

misginită vă făt cene E pr gel A dest es al În Vom Eu a că dete 
. 9.4), ceea ci 

aplica formulele (5.19) observind că, dacă se folosesc poe ea poli oara ae on Mk 

tidinea o, atunci e longitudinea 0 si lati- 


x—R cos o cos 0, y—R coso sin 0; z—R sin ọ si d4= R?cos e dg d0. 


LAS 


„Fig. 53 Fig. 5.4 
Formulele (5.19) devin 
eg JN RS cos! 9 cos 0 de Me 5 cos! ọ dg 5 cos 0 d0 
faa ff R? cosg do 8 fer cos odo $ 46 


s Tai n 
sin 0 [zat (sin 295—5sin 2 a] 


m. 
T" di (sin q,—sin și) 
fyad ffmtestosin0dod0 R f? costo de fosin o0 
m = € eS 
faa ff R? cosg de dO 2 cos p dp foao 
e y 1 
(1—6s [n7 ei (ein 275i 29)] 

"EE US 0 (sin 9,—sin o) p 
fraa ff Rsingcospdpao fisin e cos e ae foao 
t=z-—= = : e 
faa ff R? cosg do d0 fii cose apao few 

-R sin? 


sinto, R 
s= me = (si . 
2 sing,-sinqg 2 (in pasin e) 

ticulare limitelor de integrare 0, Pa și Qa obţinem cazul diferitelor plăci 


Dínd valori par! 
sferice. Pentru p, =0, $e A 07 obţinem un octant sferic, mărginit de ecuator şi de doni 
meridiane, Aplicind formulele de mai sus, 


mx R R 
ig: yy i t-g: 


coordonatele centrului său de greutate vor fi 
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adică centrul de greutate se va găsi pe intersecţia celor tiei plane bisectoare ale diedrelor 


lid corespunzător octantului la distanța nya de centrul sferei. . 
di 0=27 p obţine o zonă sferică. Coordonatele centrului ei de greutate vor íi 


d. - 
E=0, 1—0, t=z (sin o, --sin oj), 
dică centrul de greutate se află pe axa de simetrie (Oz) la mijlocul înălțimii zonei. 
Mx T. Corp lada semisferic (fig. 5.5), Avînd o axă de simetrie Oz, rezultă E=n=0, 
Cota Ķ se calculează cu formula (5.15) în care ţinem seama că, folosind coordonatele sferice 
, 0, 9, avem 
fog z—g sin o, dv=p? cos p dp d0 dg. 


L3 1 
Limitele de integrare sint 0Çp ÇR, 0«0«2r, DS9S 5 . Atunci 


z 
R 2 Y. 

fede If ersinecose apaode joe praag NS a 

"fav — fff eteosodo d0 ap 8 


x 
fe erap fe” d0f cos odo 


$ 8. Centrele de greutate ale figurilor compuse, În cazurile practice 
se pune adesea problema determinării centrului de greutate al unei figuri 
care poate fi descompusă în două sau mai multe figuri simple, ale căror 
centre de greutate se cunosc. Se poate arăta că în acest caz nu este necesar 
să se utilizeze calculul integral, ci se pot folosi rezultatele deja obținute 
pentru figurile simple componente. $ 

ntr-adevăr, aşa cum s-a arătat (§ 5) momentul static al unui corp 
nu se modifică, dacă acesta se înlocuiește cu centrul său de greutate, in 
care s-a concentrat întreaga masă a corpului, 


COSS 
REN 


722 


LZ 


Vig. 55 Fig. 56 


De aici rezultă următorul proce 
trului de greutate al unei figi 
figuri simple. În centrul de gi 


" deu practic pentru determinarea cen- 
uri compuse: se descompune această figură în 
reutate al fiecărei figuri se concentrează mas? 


| 
d 
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ei. Se obține astfel un sistem de puncte materiale. Centrul de greutate al 
acestui sistem coincide cu centrul de greutate al figurii compuse. 

În cazul cînd figura compusă rezultă prin eliminarea unei figuri sim- 
ple, atunci în centrul de greutate al acesteia se va concentra o masă negativă 
egală cu masa figurii simple. 


Aplicații. 8°. Să se determine centrul de greutate al plăcii omogene avind forma 
si dimensiunile din fig. 5.6. 

Rezolvare. Placa poate fi descompusá în două plăci dreptunghiulare, ale căror 
centre de greutate C, şi C, se cunosc. În raport cu sistemul de axe ales, coordonatele acestor 
centre de greutate sint C,(a; 6a) $i C,(6a; 2a). Ariile celor două plăci dreptunghiulare sint 
4,-2ax]12a—24a* şi 4,—8ax4a—32a!. Rezultă atunci următoarele coordonate pentru 
centrul de greutate al întregii figuri: 

3 _ Asti Agta__24 a?-a+32 a2:6 a 
STU T, 2121332 ai 
_ Asi t Aaa 24 2*6 2432 a?-2 a 
© AtA, ——— 2441332 a? 


22 3,86 a, 


223,71 a. 


9. Să se determine centrul de greutate ai plăcii omogene avind forma si dimensiunile 


din fig. 5.7. 

Rezolvare. Placa se compun: dintr-o placă semicirculară de rază 2a căreia i se 
alipeşte o placă semicirculară de rază a şi din care se scoate o placă semicirculară de rază a. 
Centrul de greutate al unei plăci semicirculare se află pe axa de simetrie la distanța 


0C= 4E de centrul O al cercului din care face parte semicercul (vezi aplicajia 18). 


Folosind acest rezultat, deducem cu ușurință coordonatele centrelor de greutate C,, 
C}, C; ale celor trei semicercuri în raport cu sistemul de axe 70y şi anume 


8a 4a 4a 
^ - had —— —|. 
cı (2a, T o (os. s] a ES 
Ariile respective vor fi 
z(22) mat za 
4- e Y anat, Aj Ze As 


Aria A, s-a luat cu semnul minus, deoarece acest semicerc lipseşte. Obfinem pentru 
coordonatele centrului de greutate al plăcii hagurate 


za Mt Ay 


Apt At A3 


BEALI EP 
Ayo 4s 
Ba nat 4a nada 
Pg naa X - 
Sep ( $2) ) 


" 


Fig. 57 


§ 9, Teoremele Guldin-Pappus, Teorema I. Aria suprafeței gene- 
rate de un arc de curbă pland care se roteşte in jurul unei axe din planul curbei, 
arcul fiind situat în întregime de aceeaşi parte a axei, este egală cu lungimea 
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arcului de curbă multiplicatd cu lungimea cercului descris de centrul de greutate 
al curbei date, presupuse omogene, 

Să raportăm arcul de curbă la sistemul de axe Oxy, axa Ox fiind axă 
de rotație (fig. 5.8). Vom presupune y=/(2) ecuaţia curbei, f(x) fiind o 
funcţie uniformă în intervalul (a, b). Un element de arc MM'= As al curbei, 


Fig. 58 Fig. 59 


generează prin rotație o suprafaţă care poate fi asimilată cu suprafața late- 
ralá a unui trunchi de con avînd generatoarea ds şi raza medie y. Rezultă aria: 


AA —2ny^s 
5 A 
A=lim ZAA—2n, y ds. 
Ara mp 


Dar f yds=ml, unde / este lungimea arcului de curbá dat, deci 
A=2ml. (5.24) 


Teorema a II-a. Volumul generat prin rotirea unei arii plane în 
jurul unei axe din planul ei, aria fiind în întregime situată de aceeaşi parte 
a axei, este egal cu aria considerată, multiplicată cu lungimea cercului descris 
de centrul de greutate al ariei, presupusă omogenă, 

Să considerăm aria 4 mărginită de o curbă închisă raportată la axele 
Ox si Oy, axa Ox fiind axă de rotaţie, Presupunem curba situată de partea 
ordonatelor y pozitive (fig. 5.9). 


Volumul Av generat p rotirea elementului de arie MM'MiM, in 
jurul axei Ox rezultă din diferenţa volumelor generate de doi cilindri avind 


înălțimea Ax si razele y şi y-- Ay. 


Rezultá 
Av=n(y+ Ay)*dx—ny*da9nyAxAy-nAy*Ax-2nyA4 RASA. 
Atunci 
V=lim YjAv- 21 d4 2 nf y dA. 
Ax 
Ay 
Dar 
f ydd=nă, 
it PES 
ie Vz2nr4:4. (5.25 
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Observaţie. Teoremele Guldin-Pappus rămîn valabile şi cind rotația se fate 
cu un unghi a<2x, în core caz formulele (5.24) şi (5.25) devin respectiv (a în radiani) 


A=aml şi V=amA. 


Aceste teoreme servesc fie la determinarea ariilor și volumelor, fie la determinarea 
centrelor de greutate. 


Fig. 5.10 Fig. 5.11 


Aplicaţii. 10°. Să se determine aria şi volumul unui tor generat prin rotația 
unui cerc de rază R în jurul unei axe din planul său situată la distanţa d(d> R) de centrul 
cercului (fig. 5.10). Aplicînd formulele lui Guldin, obţinem 


A —2 nd:-2 nR=4 mtRd, V—2 nd'nR?=2r R?d. 


119. Să se găsească poziţia centrului de greutate al suprafeţei unui semicere (fig. 5.11). 


Prin rotire în jurul axei Ox semicercul generează o sferă. Volumul sferei se cunoaște: 
à 


4r R? 2 " S R 
V=- Aria semicercului este 4. Din a doua teoremă a lui Guldin deducem 


VI. SOLIDUL RIGID LIBER 


. $ 1. Condiţiile de echilibru ale unui sistem de forfo care acţionează 
asupra unui solid rigid liber. S-a văzut că dacă un sistem de forțe, acfio- 
nînd asupra unui solid rigid liber, are într-un punct din spațiu (Q—0 si 
llo 0, sistemul este echivalent cu zero. 

Se înţelege prin solid rigid liber un solid rigid care poate ocupa orice 
ni în spaţiu, Poziţia pe care o ocupă este determinată de sistemul de 
orfe, : 
În cap. IV ($ 6) s-a arătat că dacă un sistem de forţe are @=0 si 
Mo=0; el este echivalent cu zero. Deci condiția (9—0, JI o—0 este sufi- 
cientă pentru echilibru, 

În Dinamică se arată că această condiție este și necesară, 


11 — Mecanica teoretică 
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a 
t Rezultă următoarea teoremă: condijia necesară gi suficientă ca un sis- 


tem de forțe, acționînd asupra unui solid rigid liber să fie în echilibru este 
ca, într-un punct arbitrar din spaţiu 


(Q—0 şi Mo=0., (6.1) 

Observaţie. Punctul în care se scrie condiţia (6.1) este arbitrar, cáci dacá este 

îndeplinită într-un punct din spaţiu, condiţia este îndeplinită în orice alt punct din spațiu 
(cap. IV, (4.5)]. 


$ 2. Ecuațiile sealare de echilibru. Proiectind pe axele de coordonate 
ecuaţiile vectoriale (6.1) se obțin șase ecuaţii scalare 


X=0, Y=0, Z=0, 
3n,—0, 9150, 90,—0. 
X=5X;, Y-YXY, Z-YZi 
9 —YX(yi—uY), my,oYX(uXi-xZ), NS yd. 
Condiţiile de echilibru se scriu 
YX/—0, XYi—0, YZ,—0, 
X(Zi—-4uY0)-0, Y(aXi Xi£))—0, Y (xiYi—yiX))-0. 


În cazul sistemelor particulare de forte numărul ecuaţiilor de echili- 
bru se reduce, i 

În cazul sistemelor de forțe Plane, presupunînd că planul în care acfio- 
nează forțele este planul xOy, rezultă că Z,—0, z;=0 şi trei dintre ecua- 
iile (6.2) sînt identic satisfăcute. Rămîn trei ecuații de echilibru si anume: 


Cum însă 


(6.3) 


XXc0, X Yc-0, Y (uYi—iX0—0, (6.3) 
adică două ecuaţii de proiecţie in raport cu axele din plan și o ecuație de 
momente în raport cu axa normală pe plan. 


„ ; „4n cazul sistemelor de cupluri primele trei ecuaţii din sistemul (6.2) 
sînt identic satisfăcute. Rámin trei ecuaţii scalare 


X6-aY-—0, X(uXc29-0, X(uYi-yuX)-0, (64 
adică ecuaţiile de momente în raport cu trei axe. 

n cazul sistemelor de forțe paralele, de exemplu cu axa Ox, rezul- 
tă Y,—0, 40 şi trei dintre ecuaţiile (6.2) sint identic satisfăcute. Rămin 
numai trei ecuaţii 

3X0, YzX-0, Y MĂ=0, (6.5) 


adică o ecuaţie de proiecţie pe direcţia forţelor si două ecuaţii de momente 
în raport cu axele normale pe direcția forțelor, ý 

§ 3, Ecuafille do echilibr 
Moz, Mov, Mor cele şase 


de forțe ce acționează 


u în coordonate omogene, Fie X, Y,Z, 
componente scalare ale torsorului unui sistem 
asupra unui rigid si u, v, w, 1, m, n coordonatele 


ELI 


Ta 
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omogene (plükeriene) ale unei drepte. Condiţia ca momentul rezultant al 
sistemului de forfe in raport cu această dreaptă să fie nul se scrie [v. cap. I, 
$'39, formula (1.116) si Observafia 1] d 


uMoz+vMoy+iMos+lX+mY+nZ=0. (6.6) 


Sub această formă, condiţiile de echilibru (6.2) apar toate ca ecuaţii de 
momente în raport cu şase drepte, dintre care trei sînt la distanță finită 
(axele Ox, Oy, şi Oz) şi trei la distanţă infinită (dreptele de la infinit ale 
planelor Oz, z0x, xOy). Într-adevăr, coordonatele pliikeriene ale acestor 
şase drepte sînt . : 

Ox: u=arbitrar, v—0, w=0, 1=0, n —0, n=0 

Oy: u=0, v—arbitrar, 2=0,1=0, m=0, 1—0; 

Oz: u=0, v—0, w=arbitrar, 1=0, m=0, n=0; 
D, (902): u=0, v—0, w=0, I—arbitrar, m=0, n=0; 
Da (202): u=0, v—0, :w—0, 1=0, m=arbitrar, n=0; 
Do (xOy): u=0, v—0, w=0, 1=0, m—0, n—arbitrar. 


Aceste coordoiate, înlocuite pe rînd în (6.6), reproduc condiţiile de 
echilibru (6.2). Așadar, ecuațiile de proiecție sint echivalente cu ecuațiile de 
momente scrise în raport cu drepte de la infinit ale spatiului, deci un caz 
particular de ecuafir de momente. 

Este atunci firesc să ne întrebăm dacă nu există posibilitatea să poată 
„fi exptimate condiţiile de echilibru ale unui sistem de forțe prin şase ecuații 
de momente scrise în raport cu şase drepte oarecare. Notind cu wu, v, à. 
li, Mi, Mis sea Ugs Ves Wes les Mg, ng Coordonatele omogene ale celor șase 
drepte, ecuațiile de momente devin 


tt Mog 4-7, M oy 4-0; Moz 4- 5X 4- m, Y +uZ=0, 

tty Moz 3- vM oy-w4Moz- IX + m, Y 4-1, —0, 

ttgMoz- 3M oy4- Moz să + ms Y + nsZ=0, ` (6.7) 
14M ozA- vi Moy w,Moz- lGX 4 m, Y 41,2 —0, ` 
"usMog4- v, Moy-- v, Moz l5X 4- ms Y+n,Z=0, 

Most v, Moy, Mo; IX 4 m, Y+ ngZ —0. 

i 'ecuatii (6.7) să fie echivalent cu condiţiile (6.2), 
va Nee pen P (E i banale X—0, Yo. P ee 
Moa=0, Moy=0, Mo:=0. Pentru aceasta este necesar şi suficient ca „deter- 
minantul format cu coeficienţii necunoscutelor, respectiv cu coordonatele 
omogene ale celor șase drepte, să fie diferit de zero, adică 


M, vy uy hy My Mh 
Hg Va Wa ly Mg Mg 


Ug Va Wa la My Mg +0. | 6.8) : 


A=) ig vp tea la Ma na 
tig Vs Wa ls Ms Ms 
Hg Va Wa lo Mg Ma 


Scanned with CamScanner 


p y yy 


164 STATICA 
n ————————————————————————————————M ON 


Folosind noțiunile corespunzătoare din teoria mulțimilor de drepte 
vom spune că este necesar și suficient ca mulțimea celor șase drepte să fie 
de rang 6. Dacă rangul mulțimii acestor drepte este 5, A=0 şi ecuaţiile 
de momente (6.7) nu mai condiționează echilibrul. În acest caz se stie că 
cele șase drepte aparțin aceluiaşi complex de gradul întîi (v. cap I, $ 42). 
Aceasta ne permite să formulăm o condiţie negativă privitoare la confi- 
guraţia celor şase drepte și anume: Condiţia necesară și suficientă ca ecuațiile 
de momente în raport cu șase drepte să conducă la echilibrul unui sistem de 
Jorje ce acționează asupra unui rigid liber este ca aceste drepte să nu aparțină 
aceluiaşi complex de gradul întîi. 

Practic, nu este necesar totdeauna să se examineze configurația celor 
şase drepte. Este suficient să se constate de exemplu că cinci dintre drepte 
alcătuiesc o mulțime de rang 4, respectiv că aparțin aceleiași congruente 
de gradul întîi, sau cá patru dintre drepte alcătuiesc o mulțime de rang 3, 
respectiv că aparțin aceleiași serii de drepte sau că trei dintre drepte alcă- 
tuiesc o mulțime de rang 2, respectiv că aparțin aceluiași fascicul plan 
sau, în sfîrşit, că două dintre drepte alcătuiesc o mulțime de rang 1, res- 
pectiv că sînt confundate. În aceste cazuri este sigur că totalitatea celor 
şase drepte aparțin aceluiași complex de gradul întîi, deoarece, în oricare 
din situaţiile de mai înainte, există cel puţin o combinaţie liniară cu coe- 
ficienții diferiți de zero între elementele liniilor determinantului A, com- 
binafie care este identic nulă, fapt care atrage evident, anularea determi- 
nantului. 

Pentru practică prezintă interes în special cazurile particulare de con- 
figuratii de drepte (complexe, congruente, serii, fascicule) care au fost ana- 
lizate la capitolul I, $ 42 şi tabela 1. Aici menționăm rezultatele obținute, 
adaptîndu-le la problema care face obiectul acestui paragraf. 

Ecuațiile de momente în raport cu șase axe nu sînt independente, deci 
nu condiționează echilibrul unui sistem de forțe dacă: 

a) trei dintre ele sînt concurente şi coplanare în acelaşi timp; 

b) trei dintre ele sint paralele si coplanare in același timp; 

c) două dintre ele sînt paralele şi o a treia este dreapta de la infinit a 
Planului determinat de Primele două. Folosind observaţia cu privire la echi- 
valența dintre o ecuație de proiecție şi o ecuație de momente în raport 
cu o dreaptă de la infinit, vom tra. 


1 od ge conclfzia că ecuația de proiecție pe o 
direcție esle o consecință a ecuațiilor d l / hs 


j e momente în raport cu doud axe paralele 
dintr-un plan normal pe acea direcție; ? M 

, d) trei dintre ele sint drepte de la infinit concurente. Folosind aceeași 
echivalență dintre 9 ecuaţie de momente faţă de o dreaptă de la infinit 
şi o ecuaţie de proiecție, conchidem 


y 5 că într-un acelaşi plan nu se pot scrie 
lrei ecuații de proiecție independente ; P? A 


e) Patru dintre ele sint concurente în spațiu; 

f) Patru dintre ele sînt paralele în belit i 

g) trei dinlre ele sint paralele şi necoplanare, iar a patra este una din 
dreptele de la infinit ale spațiului, paralelă cu primele trei. Folosind echiva- 
lenfa dintre 9 ecuaţie de momente în raport cu o dreaptă de la infinit şi o 
ecuaţie de proiecție, conchidem că o ecuație de proiecție pe o direcție oarecur 
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4 
dintr-un plan este o consecință a ecuaţiilor de momente scrise în raport cu trei 
axe necoplanare, normale pe plan; i 

h) două dintre ele sînt paralele, iar celelalte două sînt drepte de la infinit 
ale spațiului, paralele cu primele două. Folosind aceeaşi echivalență ca la 
punctul precedent, conchidem că dat fiind un plan, nu se pol scrie două 
ecuaţii de proiecție pe două direcții din plan și două ecuaţii de momente în 
raport cu două axe normale pe plan, toate patru independente între ele; 

i) patru dintre ele sint coplanare ; 

j) trei dintre ele sînt coplanare şi a palra este dreapta de la infinit a 
primelor trei. Folosind echivalența de la punctul c) conchidem că ecuația 
de proiecție be o direcție normală la un plan este consecința ecuațiilor de mo- 
mente scrise în raport cu trei drepte oarecare din acel plan; 

k) patru dintre ele sint drepte de la infinit ale spațiului. Folosind echi- 
valența de la punctul c) conchidem că nu se fot scrie patru ecuații de 
proiecție distincte; ` 

1) patru dintre ele sînt generatoare din aceeaşi Jamilie a unei cuadrice riglate: 

m) cinci dintre ele întîlnesc doud drepte date; 

n) cinci dintre ele întîlnesc o aceeași dreaptă şi sînt în acelaşi timp para- 
lele cu un plan; i 3 

p) cele șase axe întîlnesc o aceeași dreaptá; 

q) trei dintre ele sînt concurente într-un punct şi celelalte trei sint con- 

^^ curente în alt punct; : 

r) trei dintre ele sînt concurente într-un punct gi celelalte trei sint paralele; 

s) trei dintre ele sînt paralele cu o direcție şi celelalte trei sint paralele 

cu o altă. direcție; l $ 
t) toate șase sînt Paralele cu un acelaşi plan (normale pe aceeaşi direcție). 


Cazuri particulare importante. 


Forțe plane. În cazul forțelor plane se folosesc de obicei ecuaţiile de 

` momente în raport cu trei axe normale pe planul forțelor sau, ceea ce este 

același lucru, momentele în raport cu trei puncte A, B, C, din planul 
forțelor. Rezultă următoarele restricții pentru cele trei puncte: 

— punctele A, B și C nu trebuie să fie coliniare; 

— dacă se scriu numai două ecuaţii de momente în raport cu punctele 
A şi B şi o ecuaţie de proiecție, direcţia pe care se proiectează trebuie să 
fie diferită de normala la AB; : 

'— nu se pot serie trei ecuaţii de proiecţie. ] » 

Forțe paralele. În acest caz se obișnuiește a se serie ecuaţii de momente 
în raport cu trei axe dintr-un plan normal pe direcția forţelor. Rezultă 
următoarele restricţii: 

— axele nu trebuie să fie concurente; 

— axele nu trebuie să fie paralele; E 

— dacă se scriu două ecuaţii de momente si o ecuaţie de proiecție pe 
direcția forțelor, axele nu trebuie să fie paralele; . A 

— nu se poate serie mai mult decit o ecuaţie de proiecţie. - . 

$ 4. Condiţii pentru eontigurația suporturilor forțelor unui sistem In 
echilibru, În cazul unui sistem cu n=1, ..., 6, forţe, echilibrul nu este în 
general posibil decît dacă suporturile forțelor au o anumită configuraţie. 
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Într-adevăr dacă se consideră cele șase ecuații scalare de echilibru si se 
presupun ca necunoscute scalarii forțelor, sistemul astfel obţinut fiind 
omogen, nu admite soluții diferite de zero decit dacă matricea coeficien- 
filor necunoscutelor are un rang mai mic decît numărul forţelor. Aceasta 
atrage o serie de condiţii pentru aceşti coeficienţi, respectiv pentru confi- 
gurajia suporturilor celor n forţe. Într-adevăr coeficienţii necunoscutelor 
sînt coordonate omogene ale celor n suporturi, căci ecuaţiile de echilibru 
se pot serie, de exemplu in funcție de cosinusurile directoare cos a, cos B, 
cos y ale suporturilor forțelor și de coordonatele x, y, z ale punctelor lor 
de aplicație sub forma , 


F, cos a44-Fs cos a 4- Fa cos an=0, ` j 
F, cos Bat Fa cos f-- +Fn cos Bn=0, 
i F, cos yı +F cos yy: -F y cos yn=0, 
Fy(z, cos «,—2, cos y,) J-F4(z, cos a4— Xa cos y.) 4- 
TRE COS an— 3n cos 44)—0, (6.9) 
F(x; eos B — y, cos «4) +Fa(Xa cos By—y cos as) + 
+e +En(Xn cos Ba—XYn cos «,) —0,* 
F (yı cos y,—2, cos B,) --F(y4 cos Y,—2, cos Ba) + 
Vt Coe Fal(Yu COS Yn—za cos Bn)=0. 
În general observăm că 


COS ai, COS Bi, COS Yi, 
(Zi cos e4— x; cos yi), (x; cos Bi yr cos «i), (yi cos Yi—2i cos Di) 


constituie un sistem de coordonate omogene pentru suportul forței Fi, 
coordonate pe care le.notám cu 


t, 9j, Vi, li, mi, ni. 


Sistemul (6.9) poate fi transcris, cu aceste notații sub forma 


Fim, Bata + + Fata =0, 

TES», =0, 

Fw, —0, La 
Fh, —0, (6.10) 
s nu =0, 
Fyny -Fyny + Pang =0, 


^u 


În sistemul (8,10) sa presupus n<6. Pentru ca 
“soluţii diferite de zero pentru 
suficient ca rangul matricii 


istemul să admită 
necunosentele P, ..., Zu este necesar şi 


" Itti dio i 


Vi US Un 
V, Waon Wa 
po sd. 
My ly se Mu 
Wy Wy oH. 


(6.11) 
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să fie cel mult egal cu (n—1), deci cele » drepte trebuio să aparțină unei 
mulțimi liniare de rang cef mult r=n— 1 (v. cap. I, $ 42). 

Aplicînd teoria mulțimilor liniare de drepte (v. cap. I, $ 425i tabela 1) 
tragem următoarele concluzii: 

a) Un sistem alcătuit dintr-o singură forță nw se poate găsi în echilibru, 
deoarece pentru n=1, rezultă r=0 Pui flarea vidă), 

b) Pentru ca un sistem de două forțe acționind asupra unui rigid să fie 
in echilibru este necesar ca forțele să aibă. același suport, deoarece pentru 
n=2 rezultă r=1 (mulțimea dreptelor confundate). În plus, vom constata 
că, deoarece rezultanta lor trebuie să fie nulă, forțele trebuie să fie egale 
în modul și opuse. 

c) Pentru ca un sistem de trei forţe acționind asupra unui: rigid să fie 
în echilibru este necesar ca suporturile forțelor să fie concurente şi coplanare 
sau paralele $i coplanare, deoarece pentru n=3 rezultă r=2 (mulţimea drep- 
telor unui fascicul plan). 

d) Pentru ca un sistem de patru forțe acjionind asupra unui rigid să 
fie în echilibru este necesar ca suporturile forțelor să fie concurente în spațiu, 
sau paralele în spațiu, sau să fie generaloare din aceeași familie ale unei 
cuadrice riglate, sau, în general, să aparțină aceleiaşi serii liniare de drepte, 
deoarece pentru n=4, r—3 (mulțimea dreptelor.dintr-o serie liniară). 

e) Pentru ca un sistem de cinci forje achionînd asupra unui rigid să 

fie în echilibru este necesar 'ca suporturile forțelor să aparțină aceleiași con- 
gruenfe de gradul întii, în particular, de exemplu să întilnească două drepte 
dale sau sd întilmească o dreaplă si să fie în același timp paralele cu un 
Plan dat. A . 
: f) pentru ca un sistem de șase forțe acționind asupra unui rigid să fie 
în echilibru este necesar ca suporturile forțelor să aparțină aceluiași complex 
de gradul întîi, în particular, de exemplu să întilnească o aceeaşi dreaptă 
sau să fie paralele cu un acelaşi plan. ` 


§ 5. Problemele statieii solidului rigid liber, Acestea pot fi grupate 
în două categorii: : . 

a) Probleme în care se cunosc forțele care acționează asupra solidului 
şi se cere să se determine poziţia lui de echilibru. — I 

b) Probleme în care se cunoaște poziţia de echilibru şi se cere să se 
determine forţele care acționează asupra solidului. tl 

„Pentru rezolvarea acestor probleme dispunem de ecuațiile (6,2), deci 
de şase ecuații scalare, Pentru ca o asemenea problemă să poată. fi rezol- 
vată, este necesar ca ea să nu aibă mai mult de şase necunoscute sca- 
lare. Condiţia aceasta nu este suficientă, căci este posibil ca un sistem de 
şase ecuaţii cu şase necunoscute să fie nedeterminat sau imposibil. 

O problemă din prima categorie are şase necunoscute. Într-adevăr, 
pentru a fixa poziția unui solid este suficient să se fixeze pozițiile Pi, Pa, P, 
pe care le ocupă în spațiu trei puncte 4, Aa $i Æ necoliniare ale lui. Va 
trebui deci să se cunoască de exemplu coordonatele carteziene (xj, Yy 2), 
(Xo, Yar Za) Sl (Xa, Va, za) ale punctelor Py, Pa şi Pa faţă de un triedru Oxyz- 
Coordonatele acestor puncte nu pot fi însă arbitrare, Dat fiind că solidul 
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este rigid, distanţele dintre punctele din spaţiu Pj, Pa şi Pa trebuie să 
fie egale cu distanţele dintre punctele corpului 4;, 4, şi A} adică 


P,PQ— Alu PDA, P Piz 7A, 


Scriind aceste relaţii în funcţie de coordonatele punctelor P, P, si 


P, obținem EAA 
V (a Ya)’ + (4 23) A Aa 
V (s ETE (We IDE (22—23) 4245 | (6.12) 
V (xar)  H- (s Y) *-- 65 — 23) * — Ala. 


Relaţiile (6.12) arată că numai şase dintre cele nouă coordonate sînt 
independente. Se spune că un solid rigid liber are șase grade de libertatel. 
Pentru determinarea celor șase necunoscute independente dispunem, aşa 
cum s-a văzut, de şase ecuaţii deci, în general, problemele din prima cate- 
gorie sînt determinate. 

Problemele din a doua categorie sînt în general determinate dacă 
numărul necunoscutelor scalare necesare pentru aflarea forțelor este cel 
mult șase. 

În cazul sistemelor de forțe plane avem trei ecuáfii scalare de echi- 
libru, date de (6.3): solidul rigid cu un plan fix are trei grade de liber- 
tate. Într-adevăr, pentru a determina poziția unui asemenea solid este sufi- 

"cient să i se fixeze două puncte A, şi A, în două puncte P, şi P, din 
spaţiu. Punctele P, si P, trebuind să fie într-un plan, pentru definirea 
lor este nevoie de patru coordonate (Xi y1) Şi (Xe, Yə). Deoarece distanța 
dintre punctele P, și P, trebuie să fie egală cu distanța dintre punctele 
A. Și Aa rezultă 


ATEI DP ee H 
P,Py—A,4, sau V (653) H —»39*— AA. (6.13) 
„Între cele patru coordonate existind o relație, numai trei dintre ele 
sint independente. Un rigid cu un plan fix are, deci, trei grade de liber- 
tate. Pentru determinarea lor dispunem de trei ecuaţii de echilibru. Deci 
Şi în acest caz problemele din prima categorie sînt în general determinate. 


Problemele din a doua categorie pot fi, în general, rezolvate dacă 
nu comportă determinarea a mai mult de trei necunoscute scalare. 


VII. STATICA SOLIDULUI RIGID SUPUS LA LEGĂTURI 
A+ SOLIDUL RIGI) SUPUS LA LEGĂTURI FARA FRECARE 


4, $1. Legături, Ecuațiile (6.2) au fost stabilite pentru un solid rigid 
liber, akii pentru un solid care poate ocupa orice poziţie in spațiu. Sub 
acțiunea forțelor, el ar putea ocupa o anumită poziție de echilibru. Această 


1 Aceste gase grade de libertate pot fi, de exei 


mplu, coordonatele i O al tigi- 
dului și unghiurile Ini Kuler corespunzătoare (v, ca i prdonatele unui punct 


p. XXVIII, 89). 
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poziție însă este determinată exclusiv de sistemul de forțe, nu și de alte 
condiții geometrice, cum ar fi de exemplu obligaţia unui punct al solidului 
de a rămîne pe o suprafață, pe o curbă sau într-un punct fix din spațiu, 
sau obligația ca două puncte ale solidului să rămînă fixe (solidul cu o 
axă fixă) etc. 

O problemă de echilibru a unui solid rigid supus la legături se rezolvă 
folosind aceeași axiomă a legăturilor (principiul forțelor de legătură) 
în virtutea căreia fiecare legătură geometrică poate fi înlocuită cu o forță, 
numită forță de legătură sau reacțiune. 

Se ajunge astfel la situația unui solid rigid liber acționat de două 
sisteme de forțe; 

a) forţele exterioare, care acționează asupra solidului rigid, 

b) forţele de legătură. 

Să notăm cu (2, Mo) torsorul forţelor aplicate în raport cu un punct O 
şi cu (R, Mo) torsorul reacfiunilor în raport cu acelaşi punct. Solidul rigid 
putînd fi considerat liber, condiția sa de echilibru se scrie: 


B+ R=0, MotMo=0. (7.0 


Ecuațiile sint echivalente cu şase ecuaţii scalare. O problemă de echi- 
libru al unui solid rigid supus la legături, care are mai mult de şase necu- 
noscute scalare este în general nedeterminată: fie că există o infinitate de 
poziţii de echilibru, fie că există o infinitate de valori posibile pentru 
forțele de legătură, fie ambele posibilităţi. 


$ 2. Reazemul simplu. Să presupunem că singura legătură a unui 
solid rigid constă în aceea că un punct al său A, este obligat să rămînă 
pe o suprafaţă fixă lucie. Se spune că în punctul A, este un reazem simplu 
sau un reazem mobil. 

Pentru determinarea poziției de echilibru a unui asemenea solid 
sînt necesari cinci parametri. Într-adevăr, în acest caz pe lîngă rela- 
fiile (6.12) coordonatele punctului P, din spațiu cu care coincide A, 
trebuie să satisfacă şi ecuația suprafeței /(x, y, 2)=0, pe care este obligat 
să rămînă, deci " 


Jpn Y 2) 50. (7.2) 


Relaţiile (6.12) si (7.2) reprezintă in total patru relaţii îutre nouă 
coordonate, deci numai cinci coordonate sînt independente, Deci, un reazem 
simplu suprimă unui solid rigid un grad de libertate, 

În virtutea axiomei legăturilor, un reazem simplu poate fi înlocuit cu o 
veacțiune normală pe suprafața de sprijin, așa cum s-a arătat in statica 
punctului material obligat să rămînă pe o suprafață lucie, 

Dacă se cunoaşte poziţia de echilibru a solidului rigid, deci şi coordo- 
natele punctului P, direcția reacţiunii fiind cunoscută (normală la supra- 
faţă), pentru completa determinare a ei este nevoie să se afle o siugură 
necunoscută: scalarul reacţiunii, 
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În cazul unui sistem de forțe plane, sespune cá un solid rigid este 
simplu rezemat într-un punet P,, dacă punctul P, al solidului este obligat 
să rămînă pe o curbă din planul forțelor. 

Se poate arăta si în acest caz că un reazem simplu suprimă solidului 
un grad de libertate. Într-ade ăr la ecuația’ (6.13) se adaugă în acest caz 

ecuația 
1 Jen, y)=0 (7.3) 


care exprimă obligația ca punctul P, să rămină 
pe curbă. În total există două relații între pa- 
tru coordonate, deci numai două dintre ele sînt 
independente. Solidul a pierdut deci un grad de 
libertate. 


Se poate arăta de asemenea că determi- 
narea reacţiunii echivalează cu găsirea unei 
necunoscute: scalarul ei; într-adevăr direcția ei 
Fig. 71 trebuie să fie în planul forţelor si normală la 
curbă, deci este cunoscută. 


Observaţii, 1°, Dacă suprafața de sprijin are în P,'un punct singular, atunci 
reacţiunea are direcția normalei la suprafaţa corpului (C) (fig. 7.1). Aceasta rezultă imediat 
dacă se aplică principiul acţiunii şi reacţiunii considerind că există două corpuri (C) şi (C) 


care se sprijină unul pe altul şi observând că acțiunea (—R) trebuie să fie normală pe supra- 
faţa care mărginește corpul (C). Aceeaşi direcție trebuie să o aibă și reacţiunea R. 


2^. Dacă un reazem simplu şuprimă unui corp un grad de libertate, rezultă că pentru 
a imobiliza un solid rigid este nevoie de şase reazemein cazul general si de trei reazeme 
în cazul forţelor plane. 

Nu însă întotdeauna un solid rig 
ce condiții trebuie să îndeplincase 
liza față de orice sistem de forțe. 


id poate fi imobilizat în modul acesta. Să cercetăm 
că cele şase reazeme ale unui solid rigid pentru a-l imobi- 


„Să considerăm un rigid avînd șase reazeme simple şi să notăm cu N,, 
Na, ..., Ne scalarii reactiunilor normale, cu «i, vi, wi, În, mi, ni(i—1, 2, ..., 6) 
coordonatele plükeriene ale versorilor acestor reacţiuni (cap. I, $ 42) si 
cu X, Y, Z, Moz, Moy, Ma = proiecţiile rezultantei şi ale momentului rezul- 
tant.al forțelor date. Ecuațiile de echilibru ale rigidului se vor serie: 


Nu, Nau Ny Nan HN atst NS +X=0 
Nm Ny tN tN tN sot Nav Y=0 
Nw Ny Nga H N qw, N wN 
Nye Ny Ns Na a Nuls - Nas Mor=0 
Nam Nymy4- N mac N ma N ns4- Nan- lo u=0 
Nimt Nn Vona N in tN ant Nanot Mo 2=0. 


ga 


Pentru ca sistemul să fie compatibil, este necesar si suficient ca matri- 


cea formată, cu coeficienţii necunoscutelor să aibă același rang cu matricea 
formată cu coeficienţii necunoscutelor şi cu termenii liberi, X, Y, Z, Mor 
Moy, Moz. Pentru ca aceste două matrici să aibă același rang, oricare ar fi 
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sistemul de forțe date, deci oricare ar fi termenii liberi, este necesar și sufi- 
cient ca matricea formată cu coeficienții necunoscutelor 


Ha Ug tg ty t Ms 


(7.5) 


'sá aibă rangul 6. Utilizînd rezultatele dela cap. I, $ 65 şi tabela 1, rezultă 
următoarele condiţii negative pentru suporturile celor șase reacfiuni: 

a) suporturile a două reacfiuni nu trebuie să coincidă; - 

b) suporturile a trei reacțiuni nu trebuie să fie coplanare si concu- 
rente sau coplanare si paralele; 

c) suporturile a patru reacfiuni nu trebuie sá fie concurente, paralele, 
sau să aparțină aceleiași familii de generatoare a unui hiperboloid cu o pînză; 

d) suporturile a cinci reacfiuni nu trebuie să intilieascá două drepte 
sau să întîlnească o dreaptă si să fie: paralele cu un plan si în general 


- să nu aparțină unei congruenfe de gradul I; 


e) suporturile a şase reacfiuni nu trebuie să întîlnească aceeaşi dreaptă, 
să fie paralele-éu acelaşi plan şi, în general, să aparțină aceluiaşi complex 
liniar de gradul I. à 

În cazul cînd una dintre aceste condiții nu este îndeplinită sistemul 
de ecuaţii (7.4) nu mai este în general compatibil, respectiv rigidul nu mai 
este imobilizat. Pentru anumite sisteme de forţe, rigidul ar putea fi imo- 
bilizat de cele șase reazeme, dar, în acest din urmă caz, rangul matricii 
(7.5) fiind mai mic decît 6, sistemul de ecuaţii (7.4) este nedeterminat. 
Dacă se consideră o poziţie infinit vecină si dacă în această poziţie rangul 
matricii (7.5) continuă să fie inferior lui 6, se spune că rigidul nu este | 
imobilizat; dacă rangul matricii (7.5) în poziţia infinit vecină este 6, atunci 
imobilizarea rigidului este realizată numai pentru mişcări infinitezimale, 
nu sí pentru deplasări finite. Se zice că legăturile rigidului sînt critice 
sau că zigidul nu este strict imobilizat. . 

$ 3. Articulația, Să presupunem că singura legătură a unui solid rigid 
este obligația de a avea un punct al său A, într-un punct fix P, din 
spaţiu, Se zice că solidul rigid are în 4, o articulație sferică. 

Pentru determinarea poziției de echilibru a unui asemenea solid sînt 
necesari trei parametri. Într-adevăr, în acest caz pe lîngă ecuaţiile (6.12) 
coordonatele punctului P, din spaţiu cu care coincide 4, trebuie să satis- 
facă și ecuaţiile s 

“=a yb, yso (7.6) 
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unde a, b, si c sint trei constante. Relaţiile (6.12) si (7.6) alcătuiesc in 
total şase ecuații între nouă coordonate, Rezultă cá numai trei dintre ele 
sînt independente. 

Deci, o articulație sferică suprimă unui solid trei grade de libertate. 

O arliculație sferică poate fi înlocuită cu o veacțiune de direcţie necu- 
nosculă, aşa cum s-a arătat în cazul punctului material obligat să ocupe 
o poziţie fixă în spațiu [v. formula (3.15)]. 

O articulație introduce într-o problemă de statică trei necunoscute: 
proiecţiile reacţiunii pe trei direcții necoplanare, de exemplu pe axele 
Ox, Ov si Oz ale unui sistem de axe cartezian ortogonal. 

În cazul cînd unui solid rigid acţionat de un sistem de forțe plane i 
se imobilizează un punct P, din planul forțelor, se zice că solidul are în 
acest punct o articulație cilindrică. În acest caz pentri determinarea poziției 
de echilibru este necesar un singur parametru. Într-adevăr la ecuația (6.13) 
se adaugă în acest caz ecuațiile 


x=a4, W=b, (7.7) 


care exprimă obligația ca punctul P, să rămînă fix in plan. În total există 
deci trei relații între patru coordonate. O articulație cilindrică suprimă unui 
solid rigid două grade de libertate. O articulație cilindrică poate fi înlocuită 
cu o reacțiune al cărei suport este situat în planul forțelor și a cărei direcție 
ke este necunoscută. 
= O articulaţie cilindrică introduce într-o problemă de statică două necu- 
noscute scalare: proiecţiile reacţiunii pe două direcții din planul forțelor, de 
exemplu pe axele Ox si Oy ale unui sistem de referință cartezian ortogonal. 
Observații. 1°. O articulație sferică poate fi asimilată cu trei reazeme simple 
avînd suporturile reacfiunilor concurente şi necoplanare, iar o articulaţie cilindrică, poate 
fi asimilată cu două reazeme simple avînd suporturile reactiunilor în planul forțelor. 
i 20. În baza observaţiei de mai înainte şi a celor stabilite la $ 2 se poate afirma că: 
] > a) Un solid rigid nu poate fi imobilizat cu ajutorul a două articulații sferice pentru 
orice sistem de forțe, deoarece rangul mulțimii celor șase reacțiuni echivalente ar fi r—5, 
" ele formînd două stele de drepte concurente (v. cap. I, $ 42, tabela 1). 

b) Un solid rigid nu poate fi imobilizat cu o articulaţie sferică şi trei reazeme simple 
dacă suporturile reactiunilor din reazeme sînt concurente sau paralele, sau dacă suportul 
uneia dintre cele trei reacţiuni din reazeme trece prin articulație, sau, în sfirşit, dacă supor- 
turile reacţiunilor din reazemele simple sint întilnite de o aceeaşi dreaptă care trece prin 
articulaţie, 

c) Un solid rigid acţionat de un sistem de forţe plane este imobilizat cu două arti- 
culaţii, dar problema este nederteminată (patru necunoscute şi trei ecuaţii de echilibru). 

d) Un solid rigid acţionat de un sistem de forte plane nu este imobilizat cu o arti- 
culaţie şi un reazem simplu dacă suportul reacţiunii din reazem trece prin articulație. 


$ 4, Încâstrurea, Să presupunem o grindă rigidă care nu are altă legă- 
tură decit obligaţia ca una dintre extremităţi să fie fixată într-un masiv 
(fig. 7,2), Se zice că grinda este incastratd la acea extremitate. O incastrare 
suprimă corpului toate gradele sale de libertate. O grindă rigidă încastrată 
este imobilă, 

Să ne închipuim o, secţiune a—a făcută normal pe axa griuzii în 
dreptul încastrării. Fiecare punct 4, al acestei secțiuni este fix. În virtutea 
axiomei legăturilor asupra sa acționează o forță de legătură 5, de direcție 
necunoscută, ! 
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Determinarea forțelor 5, nu poate fi făcută în mod unie cu ajutorul 
ecuațiilor mecanicii, din cauza numărului foarte mare al acestor forțe. 
Este nevoie de ipoteze suplimentare bazate pe deformarea corpurilor. În 
cadrul staticii ne vom mulțumi să determinăm numai torsorul forțelor pi, 
în raport cu un punct. Se obișnuiește să se aleagă ca punct de reducere 
centrul de greutate O al secţiunii din dreptul încastrării. Fie 7, vectorul 
de poziţie al punctului 4, în care se aplică = 
forța ps. Torsorul forțelor ^; în O are com- 
ponentele 


R= pe, Mo= rix Pi 
Dacă notăm cu (2, Mo) torsorul for- 
felor care acționează asupra grinzii, calcu- 


lat în raport cu punctul O, condiţiile de 
echilibru se scriu 


(Q--R—0, Mo+Mo=0. (7.8) 


Aceste ecuații permit determinarea 
torsorului forțelor fi. Fig. 72 
Sistemul (7.8) este echivalent cu şase 
ecuaţii scalare în cazul general şi cu trei ecuaţii scalare în cazul sistemelor 
de forțe plane. 
O. încastrare introduce deci într-o problemă de statică șase necunoscute 
scalare (Rz, Ry, Rz, Ma, My, M ;) în cazul unui sistem de forle oarecare 
şi trei necunoscute scalare (Ra, Ry, M) în cazul unui sistem de forte plane. 
Observaţii. 1°. O grindă încastrată nu mai are nevoie de nici un alt reazem 1 
pentru a fi imobilizată. Dacă o grindă încastrată mai are şi alte reazeme, problema determi- 
nării reactiunilor admite o infinitate de soluţii. 
2», În afară de reazemele studiate, care sînt cele mai des folosite în tehnică, există 
multe altele. Orice alt mod de rezemare se poate obţine ca o combinație a reazemelor de 
mai sus, 
Astfel grinda din fig. 7.3 are la capătul din dreapta un mod de rezemare care, in plan 
vertical, se comportă ca o articulație, iar în plan orizontal ca o încastrare plană. Rezultă 
că torsorul în centrul de greutate al secțiunii va avea patru componente Ra, Ry, Ra M. 


$5. Solidül cu o axă fixă, Sá presupunem că imobilizám două puncte 
O si Ó' ale unui solid rigid prin două articulaţii sferice. În acest caz se 
imobilizează axa 00”. Să alegem un sistem de referință solidar cu corpul 
avînd originea în O şi axa Oz coincizind cu axa fixă OO' (fig. 7.4). 

În O şi O' vor acţiona două reacfiuni R şi R' de direcţii necunoscute. 
Dacă (g, Mo) este torsorul forțelor aplicate solidului rigid, atunci condi- 
fiile de echilibru se scriu 


Ba Re 0, Uo Mo(R) Mo(R)=0. (7.9) 


Observăm că Mo(R)=0 fiindcă reacţiunea R este aplicată în O. Notind 
00'=h, cu X, Y, Z proiecţiile pe axe ale vectorului @ si cu Mr, My. Ma 
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proiecţiile pe axe ale vectorului Mo, cu Re Ry, Re Rs, Rg, Ri pro- 
iecţiile vectorilor R şi R’, sistemul de ecuaţii (7.9) este echivalent cu șase 
ecuații scalare 

XR R—0, Ma—Rjh=0, | 

Y-ERy4RQ-0, . Mut R20, | (7.10) 

Z4R:+R;=0, M:=0. 


* Ultima ecuație este independentă de reacțiuni. Ea definește poziția de 
echilibru a solidului (de exemplu, din rezolvarea ei, poate rezulta valoarea 
unghiului 0 format de axa Ox solidară cu corpul, eu o axă Ox, fixă din 
spațiu). După cum această ecuație este compatibilă şi determinată, com- 
patibilă si nedeterminată sau incompatibilă, solidul admite poziții de 
echilibru determinate, sau este în echilibru în orice poziție, sau în sfîrșit, 
nu admite nici o asemenea poziție. 

Presupunind cá ultima ecuație este compatibilă, rămîn pentru deter- 
minarea proiecțiilor reacțiunilor celelalte cinci ecuații. Este evident că 
sistemul de ecuații este nedeterminat, căci sînt şase proiecții de determinat. 
Din a patra şi a cincea ecuație se pot deduce proiecţiile Ra şi Ry, apoi 
din prima $i a doua ecuație se pot deduce proiecţiile Ra si Ry. Rămîne 
o singură ecuație, a treia, care conține proiecţiile R; si Ri. Aceste pro- 
iecții rămîn astfel nedeterminate. Singura condiție se impune pentru suma lor 


2 RepRI-—Z. (7.11) 


Aceste reacfiuni mu pot fi determinate dacă nu se renunță la ipoteza 
rigiditáfii, căci dacă se presupune că printr-un mijloc oarecare ele ar putea 


2) 


Fig, 73 Fig. 7.4 
fi totuşi determinate, valorile obţinute se modifică 
Oz, în O şi O' se introduc două forțe egale şi 
nu modifică evident, torsorul ((Q, Mo). 

Se spune că reacfiunile R; si Rz sînt static nedeterminate. 


dacă în lungul axei 
de sens opus, deși acestea 
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$ 6. Solidul rezemat pe un plan fix, Fie A,, Az, ..., An, n puncte de 
reazem ale unui solid rigid pe un plan (IT) şi ((Q, Mo) torsorul sistemului 
de forțe care acționează asupra solidului, reducerea fácindu-se in raport 
cu un punct O din planul (II) (fig. 7.5). Alegind punctul O ca origine a 
unui sistem de axe de coordonate avînd Ox si Oy în planul (II) și notînd 
ca de obicei cu X, Y, Z, Maz, My, JM z proiecfiile torsorului forțelor care 
acționează asupra solidului si ` 
cu R; una dintre reacfiuni care 
este normală la planul (II), ecua- 
fiile de echilibru se scriu 


(24-3; 81-0, 
Jllo--3Mo(R)—0, (7.12) 
sau, proiectate pe axe, 
X=0, Y=0, 
Z4XR-0, 


JL Y yiRa0, 
Mu SI RI=0, M:=0. 

Ecuațiile X—0, Y —0, J4/,—0 în care nu apar reacjiunile R;, repre- 
zintă trei condiţii pe care trebuie să le îndeplinească sistemul de forțe 
exterioare. Se recunoaşte ușor că sistemul acestor forțe trebuie să se reducă 
la o forță unică, căci trinomul invariant i , 

XMa+YMy+Z Mz 

este identic nul. Forța unică va avea valoarea Z și va fi normală pe planul 
(II). Pentru determinarea reacfiunilor rămîn ecuațiile 


(7.13) 


Fig. 7.5 


Z+ĘR:=0, 
May uRa—0, : (7.14) 
Mu Yi R 0. 


' Se observă cá dacă numărul punctelor de sprijin este n3 problema 
este în general nedeterminată, deoarece numárul mecunoscutelor este. mai 
mare decît al ecuaţiilor. Deci, un solid rigid sprijinit pe un plan fix in 
mai mult de trei puncte constituie un sistem static nedeterminat. 

Dacă n=3 relaţiile (7.12) devin 
Rat Rat Ro=—Z, " 
au Pa eg Ra s Rs Ay, (7.15) 
yy Ya Rat ys Me), n 


Pentru ca sistemul să admită soluţii determinate este necesar ca deter- 


minantul coeficienţilor necunoscutelor să fie diferit de zero 
i 1 1 1] 
Xp 4g Xy | #0. ; . (716), 
| X» o dal” 
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Aceasta atrage după sine condiția ca punctele de sprijin A,, As şi Ay 
să nu fie coliniare. 

În cazul cînd punctele A}, Az, ..., Au sint coliniare putem presupune, 
fără a particulariza problema, că ele sînt situate pe axa Ox, adică y,—y,— 
= ... =yp=0. În acest caz condiţiile de echilibru devin 


X-0, Y=0, Z4-YXR(—0, ) 
Mz=0,  My—Ex:Rı=0, M:=0. 
Rezultă că suportul forței unice la care se reduce sistemul de forțe 
trebuie să fie normal pe planul (II) şi să întîlnească axa Ox. 
Ecuațiile care rămîn pentru determinarea reacțiunilor sint 
Z--XR,—-0, JL,— Xx R(—0. (7.18) 


Fiind numai două ecuaţii, rezultă că sistemul admite soluţii deter- 
minate numai cînd n=2, adică numai cînd solidul rigid este sprijinit in 
două. puncte. 

Deci solidul rigid rezemat în mai mult de două puncte şi avînd supor- 
turile reacțiunilor coplanare şi paralele reprezintă un sistem static nedeterminat. 


(7.17) 


Observaţie. Dacă se presupune că reazemele solidului rigid sînt legături uui- 
laterale, cum se întîmplă de obicei, atunci mărimile R; ale reacţiunilor în punctele Ag 
trebuie 'să fie toate pozitive 


Ri» 0. (7.19) 


Aceste reactiuni constituie un sistem de forțe paralele, deci rezultanta lor trece prin 
centrul acestor forțe, ale cărui coordonate sînt 
ER SERO. 
CUm UUEACO U 


[i 
e 


(7.20) 


Cum R0, formulele (7.20) arată cà abscisa E este cuprinsă între cea mai mică şi 
cea mai mare valoare 24, iar ordonata v, este cuprinsă între cea mai mică și cea mai mare 
valoare y,. Centrul forţelor paralele Ry se găseşte 
deci într-un poligon convex care conține în inte- 
ziorul sau pe conturul său punctele de sprijin A+. 
Poligonul de arie minimă ce îndeplineşte această 
condiție poartă numele de poligon de sustentație. 
Suportul rezultantei for/elor exterioare trebuie să 
treacă prin centrul fortelor Ry, deci trebuie sd în- 
tersecteze planul (I1) în interiorul poligonului de 
sustentafie. 

n particular, dacă corpul este supus numai 
la greutatea proprie, iar planul (II) este orizon- 
tal, verticala centrului de greutate trebuie să întil- 
mească planul (I1) într-un punct situat în interiorul 
poligonului de sustenta[ie. 

Aplicaţii. 19. O bară omogenă, de 
lungime 7 și de greutate G se sprijină fără frecare 
in A pe un perete vertical si in D pe un colţ 
(ig. 7.6). Cunoscind distanța a, se cere să se 
determine, unghiul a corespunzător poziţiei de echilibru și modulele reactiunilor din A şi D. 

Rezolvare. În A suprafaţa de sprijin este aceea a peretelui, verticală, deci 
suportul reacţiunii N, va fi orizontal. În D suprafaţa de sprijin este aceea a barei căci 


Fig, 75 


i 
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peretele prezintă un colț (punct singular), Reacfiunca N, va fi normală ă ii 
wn 5 e bară. S: 
ecuaţiile de proiecție pe direcțiile Ax si Ay şi ecuația de momente în tapont cu vis Erben 


cosa 


Fig. 7.7 


2, Să se determine reacțiunile din articulația A şi din reazemul simplu B pentru 
grinda cotită ABCD încărcată așa cum se arată îu fig. 7.7. Discuţie, 

Rezolvare. Se înlocuiese: reazemul simplu B prin reacţiunea normală N şi 
articulația A prin reacfiunile H și V. Sarcina uniform distribuită se înlocuieşte cu o sar- 
cină concentrată 2pa. Vom serie o ecuație de proiecţii pe direcţia orizontală şi ecuații de 
momente în raport cu punctele B și 4. Obfinem 

P--2 P cos 60? -H —0, 
V5 a— Pa—2 P sin 6092 a—p-2 a-4 a—0, 
— N:8 a— Pa-2 P sin 60-3 a--p:2 aa—0. 


Rezolvind acest sistem de ecuaţii, se obține 
H=—2 P, V2:0,892 P--1, pa, Na:0,838 P40,4 pa. 


tru V şi N sînt pozitive, deci sensurile indicate 


Discuţie. Expresiile obţinute peni 
t negativ, deci sensul real este invers 


pe figură sînt cele reale. Scalarul reacţiunii H a rezultat 
celui arătat în figură. 
32, Să se deter 

arată în fig. 7,8, 
Rezolvare, $e’ inlocu- 
ieşte incastrarea cu zeacțiunile H, V 
$i momentul | Jf. Vom înlocui și sar- 
cina unitorm distribuită p cu o sarcină 
concentrată echivalentă 8 pa apli- 
cată la mijlocul porțiunii încărcate. 
Proiectínd pe o direcție orizontală, 
apoi pe o direcţie verticală și serilud 
o ecuaţie de momente în raport cu N 
punctul 4, se obține sistemul: Fig. 78 
H44 P cos 009-0, V3 pa 
3 ba? 5 a—A P sin 60%8 u 17 4-0, 


ărcată aga cum se 


ine reacțiunile din îucastrarea A a grinzii AB înc 


45 


4 P sin 60 — P—0, 


" Rezolvind acest sistem de ecuaţii se obţine 
H2 D, VezlAG P-4-3 pa, [523,4 Pa 41,5 pat 


12 — Mecanica teoretică 
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Deoarece scalarii reac[iunilor au rezultat pozitivi, insemmeazá că sensurile indicate 
în figură sînt cele reale? i 
4°, Se consideră placa omogenă pătrată de dimensiuni 4 ax 4 a încărcată $i rezemată 
aga cum se arată în fig. 7.9. Se cere să se determine cele șase reactiuni N}, . N 
Rezolvare. Pentru determinarea reacţiunii N, vom scrie o ecuaţie de momente 
în raport cu axa A,A. Rezultă 
PR a-—2 P:3a—N,4 a=0, de unde N,—— P. 


Pentru determinarea re- 
acțiunii N, proiectăm pe direc- 
ţia 0,0. Obfinem 


Na— P=0, de unde N,— P. 


Pentru determinarea re- 
acțiunii N; scriem o ecuaţie 
de momente în raport cu o 
axă verticală trecind prin O. 
Obtinem 

Ny4 a42 P-a+ P-2a=0, 
de unde N,— — P. 

Pentru determinarea re- 
acțiunii N, scriem o ecuaţie 
de momente în raport cu axa 


BC. Obţinem 
Nyq4a—6G:2a—0, de unde 
" G 
^ Fig. 79 No 
* Penttu determinarea reacţiunii N; vom scrie o ecuaţie de momente în raport cu axa 
CA. Rezultă 
hr DE =0, de unde N,—0. 
Pentru determinarea reacţiunii Ng vom scrie o ecuaţie de momente în raport cu axa 
AB. Se obţine 


Neba-G22-0, de uude N, = 


Fig. 7.10 


Observație, Reacpiunile Np, N,, Ng, cure au rezultat pozitive au sensurile 
indicate în figură, iar N, și N} au sensuri contrarii celor indicate în fig, 7.9. Reacţiunea 
N; fiind nulă, bara /j,H ar putea [i înlăturată, bineînţeles numai pentru cazul încărcării 
arătate în figură. ' 
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„59, Să se arate că plăcile din fig, 7,10 nu se pot găsi în repaus pentru orice incár- 


care deoarece nu sînt strict imobilizate. Să se indice mişcările infinitezimale pe care le pot. 


executa plăcile precum şi sistemele de forţe pentru care plăcile pot rămine în repaus. 

Rezolvare, Placa din fig, 7.10, a nu este strict imobilizată, deoarece suporturile 
celor şase rencjiuni aparțin aceluiaşi complex de gradul I, ele fiind întîlnite la distanță 
finită sau infinită de suportul reacţiunii N,. 

Rezultă că placa poate executa o mișcare de rotaţie infinitezimală în jurul acestei axe, 
neîmpiedicată de nici unul dintre reazeme. Placa rămîne în repaus pentru toate sistemele 
de forţe pentru care momentul rezultant în raport cu axa 4 este nul (de exemplu un sistem 
de forţe verticale). Reacţiunile rămîn însă nedeterminate, 

E Placa din fig. 7.10, b nu este strict imobilizată deoarece suporturile celor şase reac- 
ţiuni aparțin aceluiași complex de gradul I, ele fiind paralele cu un acelaşi plan 4B4,B,. 
Rezultă că placa poate executa o mişcare de translație infinitezimalá în direcţia normală pe 
acest plan, respectiv AD, mişcare ce nu este împiedicată de nici unul dintre reazeme. Placa 


rămîne în repaus pentru toate sistemele, de forţe pentru care proiecția rezultantei pe direcţia , 


AD este nulă. Reactiunile rămin însă nedeterminate. 


B. SOLIDUL SUPUS LA LEGĂTURI CU FRECARE 


$ 7. Frecările în cazul corpurilor rezemate, În capitolul precedent au 
fost studiate legăturile fără frecare. (ideale). În realitate apar întotdeauna 
frecări. Cauza este deformația corpurilor. Teoria frecărilor aparține deci 
mecanicii corpurilor deformabile. În acest capitol vom studia numai aspectul 
general al problemei frecărilor. 

Să considerăm un solid rigid care nu are altă legătură decît un reazem 
simplu în punctul O. Vom denumi punctul O, punct teoretic de contact. 
-Sprijinul a două corpuri nu se poate face îiisă într-un singur punct. În 
realitate, în afară de punctul teoretic O mai există si alte puncte 4; de 
contact în vecinătatea lui O, aceasfa din cauza deformatiei celor două 
corpuri (fig. 7:11). . 

Să aplicăm principiul forțelor de legătură pentru fiecare puuct 4; 
în parte, înlocuind legătura geometrică în A; cu o reacțiune f. 

Forțele de legătură fi alcătuiesc un sistem al 3 
cărui torsog în raport cu | pünctul teoretic de contact 
O are componentele (R, Mo). Sá notăm cu (R, Alo) 
componentele torsorului forțelor exterioare : calcula 
în raport cu acelaşi punct O, 

Pentru echilibru este necesar ca 


(R0, Mol Mo. (7.21) 


Să considerăm acum in punctul © un triedru 
ortogonal -Oxyz avind axa Oz normală la suprafața ATR 
teoretică de contact, jar axele Ox ṣi Oy în planul 7 0 
tangent la această suprafață, Să descompunem vectorii Vig, 7.1 
7, Mo şi R; Mo după axa Oz şi planul aQy. 

Notăm componentele cu Re Qo Ma A Şi Ra, Ke Ma Mi 

Să analizăm rolul pe care-l îndeplineşte fiecare componentă în parte. 

' 
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a) Componenta 22 tinde să deplaseze solidul în direcția axei Oz. 
Această tendinţă este împiedicată de componenta fe pe are o vom denumi 
reacțiune normală şi o vom nota în cele ce urmează cu N. 

În cazul legăturii bilaterale, N poate avea orice sens. În cazul legăturii 
unilaterale, N nu poate avea decît un anumit sens. În ceea ce privește 
modulul acestei reacțiuni, se admite că poate fi oricît de mare (corpurile 
în contact sint foarte rezistente). Reacţiunea normală este caracteristică 
vezemării simple, în sensul că nu se poate concepe o astfel de rezemare 
fără existența acestei reacțiuni, 

b) Componenta (Be are tendința de a deplasa corpul în planul tangent 
la suprafața de contact. Deplasarea aceasta poartă numele de alunecare. 

Acestei tendințe de deplasare i se opune o forță R; denumită fora 
de frecare de alunecare, În cele ce urmează o vom nota cu T. 

Direcţia reacţiunii T este deci cuprinsă în planul tangent la suprafaţa 
teoretică de contact, sensul ei este invers tendinței de alunecare. Experienţa 
arată că, pentru echilibru, mărimea ei nu poate depăşio anumită valoare, 
Tmas- Această valoare maximă depinde de natura suprafețelor în contact 
şi de intensitatea reacţiunii normale N. Ka poate fi exprimată sub forma 
stabilită anterior [ ird 

| Tmaz=ul N |, (7.22) 
UNT 


i 


în care p este coeficientul de frecare de alunecare. Acest coeficient nu are 
dimensiuni. Pentru echilibru, deci 


[lua / (7.23) 


(v. şi cap. III, C. Statica punctului material supus la legături cu frecare). 

c) Componenta JA, reprezintă un cuplu care are tendința de a roti 
corpul în jurul unei axe normale la suprafața teoretică de contact. Această 
rotație poartă numele de pivotari. "'endinfei de pivotare i se opune un 
cuplu de moment: Mz, denumit cuplu de frecare de pivotare,. Vom nota în 
cele ce urmează momentul acestui cuplu cu Ma. 

Experiența arată că mărimea momentului Ma nu poate depăşi o 
anumită valoare maximă, Această valoare maximă depinde de natura supra- 


fefelor în contact si de intensitatea reacţiunii normale X. Fa poate fi 
exprimată sub forma 


| M umar | v |N |. (7.24) 


in care v este coeficientul de frecare de pivotare. Pentru echilibru este 
necesar ca 


| N 


[37 ,| <a]. (7.93) 


d) Componenta JJ, reprezintă un cuplu care are tendința de a roti 
corpul în jurul unei axe cuprinsă în planul tangent la suprafaţa de contact. 
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Această rotație poartă numele de rostogolire, 'Tendinţei de rostogolire i se 
opune un cuplu de moment M, denumit cuplu de frecare de rostogolire. 

t Experienfa arată că mărimea momentului M, nu poate depăşi o anu- 
mită valoare maximă. Această valoare maximă depinde de deformabilitatea 
suprafețelor care mărginesc corpurile şi de intensitatea reacţiunii N. Ea 
poate fi exprimată sub forma 

| Mi mar |= 


în care s este coeficientul de freca- 
re de rostogolire. Acest coeficient 
are dimensiunile unei lungimi. 
Pentru echilibru esté necesar ca 


IÑI, (7.26) 


Ww 


|M,ss[N|. (7.27) 45: 
i ALI 
A 1 
Observaţii. 19, Coeficien- Mu = Ne parna 
tul de frecare de rostogolire poate fi in- a' b) 
terpretat ca fiind distanța maximă cu 
care se poate deplasa din punctul teore- Fig. 7.12 


tic de contact suportul reacţiunii N, 
paralel cu el însuşi, astfel încît solidul să nu se rostogolească. Această observație se 
bazează pe echivalenfa sistemelor de forţe din fig. 7.12, a gi b. 

20, Experiențele au arătat că valoarea coeficientului de frecare de rostogolire s depinde 


de raza roții. Astfel, pentru cazul unei roți rezemate pe un plan, s=hVr, adică acest coefi- 
cient este proporțional cu rădăcina pătrată a razei. După diferiți cercetători, pentru oțel pe 
oţel, 10,0006 —0,00068. În formula de mai înainte r şi s se măsoară in metri. La roțile 
vehiculelor de cale ferată, pentru 7=0,5 m, rezultă s=0,05—0,055 cm. 


§ 8. Frecarea in articulații şi lagăre. Să considerăm fusul unui arbore 
care se reazemă într-un lagăr. Vom deosebi două cazuri, după cum lagărul 
este sau nu este strîns. În cazul cînd lagărul nu este strîns, contactul între 
fus şi lagăr se face, teoretic, într-un punct, iar practic pe o mică regiune 
în jurul punctului teoretic de contact; în cazul cînd lagărul este strîns, 
contactul între fus şi lagăr se face pe întreaga periferie. 

a) Lagărul uestrins. Să notăm cu r raza fusului și cu A punctul teo- 
retic de contact (fig. 7.13). Să presupunem că torsorul sistemului de forțe 
exterioare în raport cu punctul O, situat pe axa fusului toții, are com- 
ponentele 2 și Mo; vom presupune că vectorul ( este situat într-un plan 
normal pe axa fusului, iar vectorul Mlo este dirijat chiar în lungul acestei axe. 

Să considerăm şi torsorul forțelor de legătură în punctul teoretic de 
contact A între fus si lagăr, Fie N reacţiunea normală, T forţa de frecare 
şi Ml, momentul cuplului de frecare de rostogolire. Vom serie condiţiile 
de echilibru proiectind pe 4%, AY şi scriind ecuaţia de momente în raport 
cu punctul A 

T —@ sin «—0, 
N —f$ cos «—0, 
— Jo +M + (Qr sin «—0, (7.28) 
M,«Ns, 
T SuN. 
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Din primele felafii scoatem 


" ` TQR sin a, N=@ cos a, Mt Mo- Rr sin a, (7.29) 
încât ultimele două inegalităţi se scriu ` 
€: i lo — Rr sin «(s cos x, @ sin au cos u, (7.30) 
sau , 
Aio «(Qr (sin «4- 3 cos x), tg «pu. (7.31) 
La limitá n 
(gemis 89 Fuge Vire 
A şi formula (7.31) devine ' 
: ne e (7.32) 
oS fii : 
A Fig 7-18 sau încă, notînd: 
s 
hp od: (7.38) 
M 
se ajii E " 
Mo-<u'rB, (7.34) 


dte p’ este coeficientul de frecare în lagăr. 


R= VREFRS, 
„iar în cazul u unei articulaţii sferice j 
. Ry REF RFR 


“Pinînd seama cá (Q— —R şi cá în cazul unci articulații cilindrice 


expresia (7. 32) a momentului cuplului de iaei în lagăr se mai serie 


MoLu'r VRELDRNY FAS 
în cazul lagărelor $i articulaţiilor cilindrice, si 
our RETR 
în cazul artienlafiilor sferice, 


(7.33) 


(7.36) 


b) Lagărul strius. În acest caz, în fiecare punet de contact între fus 
şi lagăr se va naşte o reacțiune normală Ñ; şi o reacțiune tangențială 77 


(forță de frecare). Momentul de frecare în lagăr este 
YN 


M, Ty Su Nara SN p ! rR-w'rR. 


Scanned with CamScanner 


STATICA SOLIDULUI IUGID SUPUS LA LEGATURI 183 


] 
Pentru echilibru va trebui ea momentul motor No să îndeplinească condiţia 


Mogu'r R, (7.37) 
unde, de data aceasta ' 
N ; 
we ER (7.38) 


Relația dintre coeficientul de frecare în lagăr p’ şi coeficientul de frecare p. 
depinde de legea de variație a reacțiunilor N, în lungul regiunii de contact. 


Observații. 1°, Frecarea în lagăre este un fenomen foarte complex. Studiul ei 
complet poate fi făcut în cadrul mecanicii corpurilor deformabile şi în mecanica fluidelor, 
deoarece ea este într-o mare măsură un fenomen hidrodinamie, producîndu-se între pelicula 
de ulei care acoperă fusul și pelicula de ulei care acoperă lagărul. Ca atare, formulele date 
sint cu totul aproximative și nu pot fi aplicate decit în cazurile cînd coeficientul de frecare 
w a fost determinat experimental. Trebuie să menţionăm că acest coeficient variază mult 
cu viteza de rotaţie a lagărului. 

2°, Se poate asimila frecarea în lagăr cu o deplasare a reacţiunii R, paralelă cu ea 
însăşi, cu o distanță egală cu ur. Cercul de rază ur, cu centrul în articulaţie, poartă numele 
de cerc de frecare. Pentru echilibru este deci névesat ca reacţiunea K să intersecteze sau, la 
limită, să fie tangentă cercului de frecate, 

Aplicaţii. 6°, Problema scării. O bară AB grea situată într-un plan vertical 
se reazemă cu o extremitate A pe un plan orizontal şi cu cealaltă extremitate D pe un plan 
vertical. Să se determine unghiul x pentru poziţia de echilibru. Coeficienţii de frecare de 
alunecare se vor lua (44 și up: 

Vom alege axele Ox şi. Oy aga cum se arată în fig. 7.14, a. Se introduc în + Aşi B 
reac(iunile normale X4 şi Xp gi forţele de frecare de alunecare T4 si Tg. Condiţiile de 
echilibru devin 


Np—T4-0, 

-Tn-6G--0, z: 
Satira (7.39) 
Gl cos a—2INp sin x —2 IT y cos a —0, 

TaSuaNa  TaSunNn- ] 


Din primele trei ecuaţii (7. 39), exprimind trei dintre necunoseute, de exemplu Na, 
Ta si Tp în functie de celelalte două (Nn şi a), obţinem 


G 
Na € Nt a Toma, Taro- —Natga (140) 
Introducind. expresiile (7,40) «in ultimele două inegalităţi din (7,39), obţinem 
Ü au rus 
Ng pa (* | Nutr Jar a Nn tg a SuaN u 


care nlai pot fi serise sub formia 


ü li 
(ua tga) Nia n à wont tga) Na (7.41) 
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Înmulţind inegalitatea a doua cu pa și adunind-o eu prima obţinem 


" Lau 
(ua tga) Nasa (unttgu) Np, de unde tgaz- ta. (aao 
A 
Dacă notăm cu o, unghiul definit prin relația 
1ean 
Agr — — (7.43) 


2 
, “ta 
putem avea următoarele cazuri: 

«> ay echilibru, a<ag neechilibru; =g, echilibru limită, 


Fig. 7.14 

Observaţie. Se poate da şi o soluţie grafică acestei probleme folosind noţiunea 
de unghi de frecare (v. cap. III, $ 13). Să considerăm bara într-o poziție oarecare; voim 
să verificăm dacă ea se găseşte în echilibru (fig. 7.14, b). Se duc normalele în A si B şi 
două drepte AF si BH care fac cu normalele în A si B respectiv unghiurile de frecare ş. 
și o p definite prin relaţiile 

tg ea—ta şi tg on—ta- 

Tinind seama de tendința de alunecare a barei şi de sensurile forţelor de frecare, dreapta 
AF se va duce în stinga normalei din A si dreapta BH se va duce deasupra normalei in B. 
Aceste drepte închid între ele un patrulater denumit patrulaterul frecărilor (haşurat iu 
fig. 7.14, b şi c) care se bucură de proprietatea remarcabilá cá, dupi cum este travérsat sau nu de 
suportul greutăţii G, bara este sau nu în echilibru, 

Într-adevăr, să presupunem că suportul greutăţii G traversează patrulaterul (fig. 7.14, b). 
Alegind un punct arbitrar M pe segmentul mm’ putem descompune forţa G după direcţiile 
MA si MB. Cele două componente, cu sens opus, Ra si Rp, pot fi reacfiuni în 4 si B 
deoarece suporturile lor fae cu normalele respective unghiuri mai mici decit unghiurile de 
frecare, ga $i pp. Problema determinării reactiunilor admite o infinitate de soluţii, deoarece 
există o infinitate de puncte M pe segmentul mm”, 

Dacă suportul reacţiunii nu traversează patrulaterul frecărilor, atunci nu se poate 
nici un punct M pe suportul greutăţii G astfel încît MA şi MB să facă cu normalele în A 
şi B unghiuri mai mici decit ga şi ep, deci echilibrul este imposibil. 

Cazul limită de echilibru se află cind suportul forţei G trece prin virful E al patru- 
laterului (fig. 7.14, c). În t caz putem determina unghiul limită observind relațiile 


găsi 


BE cos og AE sin q ,—1 cos zy şi AE cos q= DE sin oj —2 F sin do 
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rezultate din proiecția conturului ABE pe axele Ox si Oy. Apoi 


AE cosp4—BE sin op _AEcospa_ 2 COS n cos pA 


2t; - T = g h 
S % BE cosog BE cos ep tg ea sin ọ 4 cos op te pn 
sau 
1 l-uu 1—uaun 
2 tg ao=cota 9 4—t| =— ups, t 
B o 89 89n a un n E Uo Za 


Am regăsit astfel rezultatul stabilit pe cale analitică (7.43). 

7*. Problema roților. Să studiem echilibrul unor Toți pe un plan înclinat, cunoscind 
raza r a rofilor şi coeficienții de frecare de alunecare p şi de rostogolire s. Considerăm, pe 
rînd, cazul roții trase şi cazul roții motoare, 


a) Roata trasă (fig. 7.15). Introducem în punctul teoretic de contact forţa de frecare 


T şi cuplul de frecare de rostogolire de moment Me. Condiţiile de echilibru sint 
F-—G sin a—T=0, N—G cosa=0, —Fr+Gr sin a+M =0, TSuN, M,«Ns. 


Din primele trei ecuaţii deducem T—F-—G sine, N=G cos «, M,—(F—G sin ar. 
Condiţiile de echilibru devin 


F=G sinaSuGcosa, (F—G sin a) r«Gs cos a, 
sau 


F«G (sin «+u cos a), F«G ur I cos a): (7.44) 


j 


Să admitem z i 
i G binatu cosa>G (sinat cos a) 
sau, ceea ce este același lucru, M 
E uL (7.45) 
Cind F crește, roata isi va pierde echilibrul rostogolindu-se. Dacă uc. roata își va 
pierde echilibrul alunecind, iar dacă p= Z, Toata va părăsi poziția de echilibru alunecînd 


şi rostogolindu-se în acelaşi timp. ME o Mă — pu =o 
wY 


Fig. 


E 
Observaţie, Pentru valorile practice p> rd citează totuşi cazuri cînd, pentru 


y foarte mic, corpul alunecă: de exemplu dacă se dă drumul unui ac pe un plan înclinat 
acesta va aluneca înainte de a începe să se rostogolească, j 
b) Roata motoare (fig. 7.16]. Introducem în punctul teoretic de contact reacţiunea 


normali Nj, forţa de frecare T, yi cuplul de frecate de rostogolire de moment Me. Forţa 
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` de frecare este dirijată în sensul pozitiv al axei Ox, deoarece tendinţa de alunecare este în sensul 
negativ al axei, din cauza forței dè tracţiune F,, Sensul de inaintare al roții este în sensul 
pozitiv al axei Ox. S-a notat cu 9j} momentul cuplului motor, 


i Condițiile de echilibru sînt 
| . T,—F,—G, sin «0, N;—G, cos «=0, 
: d For Gy sin a-+ Mí— M =0, (7.40) 


T,KuN, MisN, . 
Din primele trei ecuații deducem 
r T, — F,4-G, sin a; N4—6G, cos «, M,— 9g — (F1 +G, + sin a)r. 
Atunci condiţiile de echilibru devin 
> (00 REG, sine G cosa, M —(F 6, sin ajr<sG, cos a, 


saw inci 
, Fi&G,(u cos a—sin o), — y &F,r-FG,(v sin «+s cos a). (7.47) 


Presupunînd prima condiţie îndeplinită şi admitind că 9 creşte, roata motoare se va 
pune în mișcare rostogolindu-se fără să alunece, Dacă însă prima condiție nu este îndeplinită 
Toata motoare se va pune în mișcare alunecînd si rostogolindu-se în același timp (va patina”). 


y 8^. Freeare de plvotare în cazul unul arbore vertical. Sá considerăm un arbore cilin- 

^ dric de rază r şi de greutate G (fig. 7.17). Presupunem coeficientul de frecare u, între arbore 
şi lagăr, acelaşi pe întreaga suprafaţă de rezemare $i admitem că presiunea pe suprafața de 
rezemaré a arborelui este constantă. Rezultă 


G 


Tw 
Pe un element de suprafață dA =pdp'd0 se va exercita o forță normală 
G 
pdd —— pde d0 
şi o forță de frecate, tangentă la un cere de rază p , 
" uG : 
P pp d4— Egg q0. 


Momentul faţă de centrul O al tuturor acestor forte de frecare va fi egal cu momentul 


cuplului de pivotare 
"eR. uG (7 2a 
ons [| Sup ata eu 40, 


sau, efectuínd calculele, 


A , 
My ur. (7.48) 


Comparind acest rezultat eu formula (7.25) deducem valoarea coeficientului de frecare 
de pivotare pentru un arbore de secţiune circulară 


2 


v=. (7.49) 


Observaţii, 1°, În cazul unui arbore gol in interior, notind eu r, 


7, cele două 
raze, în urma efectuării calculelor rezultă 


Mg (7.50) 
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* (7.51) 


2*. Ipotezele care au stat la baza stabilirii formulelor (7.49) şi (7.51) pentru coeficientul, 


de frecare de pivotare şi anume acelea privitoare la: repartizarea uniformă a presiunilor pe 
suprafaţa de rezemare și la invatiabilitatea coeficientului de frecare de alunecare p nu sînt 
îndeplinite rigurps in practică. 

Cauzele sint: neregularitátile inevitabile ale suprafeţelor în contact, deformaţiile celor 
două corpuri în contact, variatia coeficientului de frecare de alunecare p cu viteza, prezența 
unui strat de lubriflant între suprafeţele în 
contact ete. 

Din această cauză, coeficientul de fre- 
care de pivotare v și coeficientul mediu de 
frecare de alunecare u trebuie determinaţi pe 
cale experimentală. " 

9°. Se consideră roata din fig. 7.18 de 
rază R acționată de greutatea G si de forța 


Fig. 7.17 


orizontală F. Cunoscind coeficientul de frecare u, în lagăr și raza r a fusului roții, se cere 
să se determine limitele între care poate varia intensitatea forței F, astfel încit roata să stea 
în repaus. * 

Se va compara cu cazul cînd nu există frecare, Se va da si o soluţie grafici, utilizind 
cercul frecárilor. E 

Rezolvare. Înlăturînd lagărul vom introduce o reacțiune orizontală H, una ver- 
ticală V si un cuplu de frecare, de moment Mp. Scriind ecuațiile de proiecții şi de momente 
și condiția de echilibru pentru momentul de frecare obținem 


—H-F-—0, V-G=0, M{+GR-FR=0, 
—yun VHF VIS Mp «ur HIF V. 


S-a considerat o dublă inegalitate, deoárece există două posibilități pentru sensul de rotație, 
Din primele trei ecuaţii deducem 


H=F, V=G, Mj=(F-G)R, 


astfel încît dubla inegalitate devine 
pur Y 


Sc obţine în cele din urmă incgalitatea 
(FG) Sute: 62), 


G) ur VETE. 


sau 
(0 — upi)b? -9 GRSE--(R3— ptr) 
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Admiţind R2—uir?> 0 (în caz contrar roata se blochează), rezultă 
FSF SF, 
unde forţa maximă F, şi forţa minimă F, au expresiile 
po VEREMOS p -VAPE 
á Ruj £ Riouiri . 


Forța Fo corespunzătoare cazului cind se neglijează frecarea în lagăr se obține din expresia 
lui V, sau Fp, făcînd y, —0.Rezultá Fo=G. 


£ 
A F Fo Fe 
v. 
Zr 
GA 
Mf | 
| 
n | 
za 
3) Y 


Fig. 7.18 


Soluţia grafică este arătată în fig. 7.18, b. Sc prelungesc suporturile forțelor F si G 
pini ce se futilnesc în A. Se construieşte cercul de frecare, cu centrul in O si avînd raza 
War. Pentru echilibru va trebui ca suportul rezultantei forțelor date, F și G, să întîlnească 
cercul de frecare iar, la limită, să fic tangent acestui cerc, Din A se vor duce tangentele 
la cercul de frecare, Vom completa paralelogramul forțelor F si G (în cazul de față un 
dreptunghi) ducîud o paralelă la suportul lui F, prin virful vectorului G, apoi ducind paralele 
la G prin vírful vectorului rezultant. Considerind pozițiile cînd vectorul rezultant este tan- 
gent cercului frecărilor si poziția cind suportul vectorului rezultant trece prin centrul O, 


obținem pentru F valorile: maximă (F9, minimă (F,) şi cea corespunzătoare cazului fără 
frecare (Fo). " 


VIII. STATICA SISTEMELOR 


$ 1. Sisteme de punete materiale. Forțe interioare si exterioare. Fie 
(A) un sistem de puncte materiale Ai 4s, ..., An. Dacă aceste puncte iuter- 
acţionează mecanic, atunci (4) formează un sistem mecanic de puncte 
materiale. Ne vom ocupa în cele ce urmează de astfel de sisteme, pe care 
le vom numi pe scurt sisteme de Puncte materiale. 

Forțele care acționează sistemul (4) de puncte materiale, pot fi gru- 
pate în două categorii: 
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a) Componenta 72, tinde să deplaseze solidul în direcția axei Oz. 
Această tendință este împiedicată de componenta A; pe care o vom denumi 
reacțiune normală $i o vom nota în cele ce urmează cu N. 

În cazul legăturii bilaterale, N poate avea orice sens. În cazul legăturii 
unilaterale, N nu poate avea decît un anumit sens. În ceea ce privește 
modulul acestei reacfiuni, se admite că poate fi oricît de mare (corpurile 
în contact sînt foarte rezistente). Reacțiunea normală este caracteristică 
vezemării simple, în sensul că nu se poate concepe o astfel de rezemare 
fără existenţa acestei reacfiuni. 

b). Componenta B+ are tendinţa de a deplasa corpul în planul tangent 
la suprafața de contact. Deplasarea aceasta poartă numele de alunecare. 

Acestei tendințe de deplasare i se opune o forță R; denumită forță 
de frecare de alunecare.» În cele ce urmează o vom nota cu T. 

Direcţia reacţiunii T este deci cuprinsă în planul tangent la suprafața 
teoretică de contact, sensul ei este invers tendinței de alunecare. Experiența 
arată că, pentru echilibru, mărimea ei nu poate depășio anumită valoare, 
Tmaz. Această valoare maximă depinde de natura suprafeţelor în contact 
şi de intensitatea reacţiunii normale Ñ. Ea poate fi exprimată sub forma 
stabilită anterior [ ps t 


Tnaz || N |, (7.22) 


ESO URBE pee a 
în care u este coeficientul de frecare de alunecare. Acest coeficient nu are 
dimensiuni. Pentru echilibru, deci 


n 


Iisus» (29) 


(v. şi cap. III, C. Statica punctului material supus la legături cu frecare). 

c) Componenta M, reprezintă un cuplu care are tendința de a roti 
corpul în jurul unei axe normale la suprafața teoretică de contact. Această 
rotaţie poartă numele de pivotari. 'Tendinţei de pivotare i se opune un 
cuplu de moment M;, denumit cuplu de frecare de Pivotare,. Vom nota în. 
cele ce urineazá momentul acestui cuplu cu Ma 

Experienfa arată cá mărimea momentului M, nu poate depăşi o 
anumită valoare maximă, Această valoare maximă depinde de natura supra- 


fefelor in contact si de intensitatea reacţiunii normale N. Ea poate fi 
exprimată sub forma 


M nmaa [=N], (7.24) 


în care v este coeficientul de frecare de pivolare, Pentru echilibru este 
necesar ca 


să]. (7.25) 


d) Componenta Me reprezintă un cuplu care are tendința de a roti 


corpul în jurul unei axe cuprinsă în planul tangent la suprafața de contact. 
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O legătură poate fi interioară sau exterioară unui sistem de puncte (4) 
după cunr ambele puncte între care se exercită, sau numai unul dintre aces. 
tea, fac parte din sistemul (4). i 

Legăturile unui sistem (4) de n puncte materiale se pot exprima prin 
relații scalare între coordonatele acestor puncte, l'ie.;; numărul acestor 
relații, Dacă aceste relații sînt independente între ele, numărul parametrilor 
independenți ai sistemului va fi egal cu 3u—m, Se spune în,acest caz, că sis- 
temul (4) are 3n--m grade de libertate. 

Legăturile pot fi înlocuite prin forțe de legătură, conform principiului 
forţelor de legătură, enunțat în cap. III, $ 5. 


$ 3. Echilibrul sistemelor de puncte, Un sistem de puncte materiale 
este în echilibru, dacă fiecare punct material este în echilibru. 
Rezultă că sistemul (4) de puncte materiale va fi în echilibru dacă 


n 
Fit X FU-0 (i—1, 2, ... m; i), (8.3) 


unde cu F; am notat forţele exterioare si cu T; forțele interioare. 

Putem deosebi două categorii de probleme relativ là echilibrul sis- 
temelor de puncte: 

a) Fiind date poziţiile punctelor care formează un sistem (4) in echi- 
libru, se cere să se determine forțele care acționează acest sistem. 

' b) Fiind date forţele care acţionează sistemul (4) de puncte, să se 
determine poziția de echilibru a acestui sistem, 

Condiţiile (8.3) de echilibru sînt echivalente cu 3n relaţii scalare: 
În cazul sistemelor cu legături, numărul parametrilor geometrici este egal 
cu 3n—m dacă legăturile sînt date priu m relaţii scalare independente. 
Urmează că dintre cele 3» ecuaţii de echilibru, numai 3n—m vor servi 
la determinarea poziţiei sistemului, iar restul de m ecuaţii se vor utiliza 
pentru determinarea forțelor de legătură. 

Se observă că problema, astfel enunțată în cazul cel mai general, 
este o problemă mixtă în raport cu clasificarea menţionată anterior. Într-a- 
devăr, în acest caz, este necesar să se determine atît poziţia sistemului 
de puncte, cît și forţele de legătură respective. 

Nu totdeauna sistemul de 3» ecuaţii liniare scalare, echivalent eu 
(8.3), este compatibil şi determinat. i 

Un sistem de n puncte, pentru care cele 3n ecuaţii scalare de echi- 
libru permit un sistem de 3n soluții finite şi bine determinate, se numeşte 
sislem slalic determina, 


$ 4. Teorema soliditicării, Te m echilibrului părţilor, Relaţia (8.3) 
ne arată că toate forţele care acționează asupra punctelor s stemului (-1) 
formează, în cazul echilibrului, un em de forje, al cărui torsor este nul 
pentru orice punct al spațiului, adi 


ETT] | (Pa) 0 (Și fem; 2 ca) (8.4) 
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Doarece însă torsorul forțelor interioare este nul, rezultă 
` z(F1)--0. (8.5) 


Urmează cá torsorul forţelor exterioare, efectiv aplicate si de legătură, 
care acționează un sistem de puncte în echilibru, este nul. 

A În cazul rigidului, condiția (8.5) era necesară şi suficientă pentru 
echilibru (v. cap. VI, $ 1). În cazul unui sistem de puncte materiale ca 
este necesară deoarece a fost dedusă din condiţiile de echilibru (8.3). În ge- 
neral ea nu este si suficientă, Rezultă următoarea teoremă: 

Teorema solidificării. Condiţiile de echilibru ale rigidului sinl necesare 
şi pentru un sistem de puncie materiale. În general ele nu sînt și suficiente. 

„Să considerăm că sistemul (4) de n puncte materiale este format 
din 7 subsisteme (41), (h—1, 2, ..., 1). 

Conform definiţiei echilibrului unui sistem de puncte materiale, dacă 
sistemul (4) este în echilibru, -atunci fiecare punct al său trebuie să fie 
în echilibru. Însă subsistemele (47) sint formate din punctele sistemului 
(4). Rezultă cá în acest caz şi fiecare subsistem (A n) trebuie să fie în echi- 
libru. Se poate deci enunfa următoarea teoremă a echilibrului părților: dacă 
un sistem de puncte libere sau cu legături, se află în echilibru sub acțiunea 
unor forţe, atunci o parle oarecare din acest sistem va fi de asemenea în echilibru 
sub acțiunea forțelor corespunzătoare acestei părți. 

$ 5. Sisteme de corpuri rigide. Un corp rigid poate fi considerat ca 
un sistem rigid de puncte materiale. Datorită rigiditáfii sistemului, dis-- 
tanfa dintre două puncte oarecare ale acestui sistem rămîne constantă. 

Un sistem (C) de corpuri rigide C;(/— 1, 2, ..., n) poate fi considerat 
ca un sistem de puncte materiale, divizat în subsisteme rigide, fiecare dintre 
aceste subsisteme alcătuind unul dintre corpurile rigide C. A 

Forţele-eare acționează sistemul (C) pot fi grupate in forțe interioare, 
reprezentînd interacțiunea mecanică dintre punctele diferitelor corpuri C; 
si în forțe exterioare sistemului (C). Forfele interioare vor satisface, bine- 
infeles, relaţiile (8.1) şi (8.2). : 

S-a arătat anterior că poziția unui corp rigid liber depinde de şase 
parametri scalari (cap. VI, $5). Urmează că poziţia sistemului, (C) de n 
corpuri libere, va fi determinată prin Gn parametri scalari. Un sistem de n 
corpuri rigide libere are deci 6n grade de libertate. n'ei o 

Legáturile între corpurile sistemului (C), exprimate prin relații între 
coordonatele punctelor corpurilor Ci, vor restringe gradele de libertate 
ale sistemului de corpuri. Dacă aceste relații sint independente s 
număr de p, numărul gradelor de libertate ale sistemului (C) va fi 6n—p. 

Deoarece un corp rigid liber are şase grade de libertate, între puuctele 
a două corpuri rigide nu pot exista mai mult de şase relații distincte de 
legătură, Aceste legături pot fi înlocuite eu forțe de legătură, pe baza axiomei 
forțelor de legătură, 

Considerînd sistemul (C) de corpuri rigide ca un sistem de puucte 

materiale, format din toate punctele acestor corpuri, vom putea spune, 
pe baza teoremei echilibrului părţilor şi a relaţiei (8.3) că sistemul (C) este 
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in echilibru dacă torsorul forțelor, care acționează fiecare corp în parte, 
este nul pentru oricare punct al spațiului, Aceste condiţii de echilibru sînt 
echivalente cu 6n ecuații scalare de echilibru. 

Dacă cele Gu ecuaţii scalare de echilibru formează un sistem compati- 
bil şi determinat, sistemul respectiv de corpuri este un sistem static dcter- 
minat. 

“Teorema soliditicării si teorema echilibrului părților se pot enunfa 
de asemenea pentru sistemele de corpuri rigide. 


Aplicaţii, 1°, Să se determine reacțiunile din reazeine şi forţele interioare din 
articulațiile grinzii din fig. 8.1 (grindă Gerber). 

Rezolvare. Grinda este de fapt un sistemu, care se poate descompune în patru 
grinzi independente așa cum se arată în fig. 8.1, b. Separind grinzile vom introduce reac- 
tiunile Vj, Vy, Va, Vs, Va, Ha şi forţele interioare Va, Hy, Vi, Hy, Ve, Hs (fig. 8,1, c). Scriind 
ecuaţiile de proiecţii $i de momente pentru fiecare grindă în parte vom obţine 


3P 
2) 
3P| 
b) F 
3P| 
t) 
E. 
W4 vs 


— d — ae H- 


?29 22 73 2 22 a 2 
Fig. 84 
pentru grinda 1—2: — /1,—0, V,4 V, =3P=0, Sia Vya 0 


pentru grinda 2—8—4—5: = 1,0, Vyt Vy Va 
Vata + pAasta — Vy 


pentru grinda 5—6: H;,—1Hy,50, Vj V4— P -2prda=0, 


—Vy 3a 4 Pal 2p3a*1,5a —0; 


Scanned with CamScanner 


STATICA SISTEMELOR 193 


pentru grinda 6—7- 8: Hat H,—0, V;4-Vg - V,—3D—0, 
V,:5a— Vy: 3a4-3P-2a=0, 
Rezolvind acest sistem de 12 ecuaţii cu 12 necunoscute se găseşte 
H,= 1,— Hg-—0, V, =4P, V,— — P, V,— P--3 pa, V,—3pa, 
V, 22P-5pa, Vy—P—2pa, Vy—9,25 pa—1,78P, V,—3,75 pa+1,75P. 


Observaţie. Sensurile pentru Vi, V,, Ve, V;, Va, corespund celor de pe figură 
Sensul pentru V, este invers celui arătat în figură. Pentru Teacfiunile y $i Vj Euh] depinde 
de valorile relative ale mărimilor P şi pa. UM Pt 

= 2°, Se consideră sistemul format din barele OA si OB de lungimi I sí greutăți G, 
articulate între ele în O si rezemate cu frecare pe un plan orizontal în A (coeficient de fre- 
care uj) şi în B (coeficientul de frecare u,) (fig. 8.2). Se cere să se determine unghiul a 
corespunzător poziției limită de echilibru. (Se neglijează frecarea din articulația O). 

Rezolvare. Separăm cele două bare OA si OB din sistemul dat si introducem 
forțele date (greutățile G), reacțiunile (normale N, si N, si tangențiale de frecare, T, si 
Te) si forţele interioare (H si V din articulația O) (fig. 8.2, b). Vom serie ecuatiie de pro- 
iectii și de momente (în raport cu O) pentru ambele bare. Obfinem 


1 
pentru bara O4: T,—H=0, N,--Y—6—0, Ty sina-EG- cos a—N;! cos a—0; 
l a) 
pentru bara OB: —TyH—0, N,—V—G—0, —7al sin a—G- cos «HN! cos «0. 


S-au obținut șase ecuaţii cu şapte necunoscute (N,, T4, Na, T3, H, V, a). Problema este 
nedeterminată. Într-adevăr există o infinitate de poziţii de echilibru posibile. Dacă ne inte- 
reseazá poziția de echilibru la limită va trebui să scriem că una din forțele de frecare, sau 
amíndouá, au atins valoarea limită. Acestor posibilități de scriere a condiţiilor suplimentare 
de echilibru, le corespuñd trei posibilităţi de pierdere a echilibrului, reprezentate în fig. 8.3,2, 
b şi c. Dacă se deplasează ambele capete A 5i B (fig. 8.9, a), atunci avem, ca ecuații supli- 


mentare 
T,-uN,  Ta=paNe- - 


Fig. 82 


ecuaţii (1) obţinem soluțiile: N7N47G, V=, 


Ad&ugind aceste două ecuaţii, la 


H=T4 = T; =y G= hs, tg a=" - 2 * Această pierdere respectiv a poziţiei de echilibru nu 
deci dacă cei doi coeficienţi de frecare sint egali. 


este posibilă decit dacă u, = 


15 — Mecanica teoretică 
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Dacă se deplasează numai capătul P (fig. 8.3, b) atunci avem condițiile suplimentare 
ii Tcu, Tataee 4 


Aceste condiţii, adăugate la cele şase ecuaţii (1) conduc la următoarele soluţii: 


N,2N-G, V=0, H= 0, tg a-h, pG a6, 


mal i 


respectlv pa «us. Deci această situație se intiluegte în cazul cînd coeficientul de frecare de 
alunecare din B este mai mic decît,cel din A. Analog se poate arăta cá, în cazul cînd 


Fig. 83 


Uus. pierderea poziţiei de echilibru are loc aşa cum se arată în fig. 8.3, și că, în acest 
din urmă caz E 


N,-N,-G, V=0, H- T,- T;—- 46, tg ach . 


3°. Se consideră cadrul ABCD din-fig. 8.4, a articulat in A, B, C si încastrat in D. 
Se cere să se determine reacțiunile din articulația A și din îucastrarea D. 

Rezolvare, Înlocuind articulaţia A cu reactiunile H, si V, şi încastrarea D cu 
reactíunile H, V, şi momentul M, (fig. 8.4, b) observăm că avem în total cinci necunoscute. 
Dacă am separh barele AB, BC si CD, şi am scrie ecuațiile de echilibru pentru fiecare 


Fig. 81 


bară în parte am obține în total nouă ecuații, Ar apărea însă patru necunoscute in plus, 
care nu intereseuzit în problemă: reactiunile Hy si V, din articulația B şi reacţiunile M4 $i 
V, din articulația C. Pentru a le elimina şi a rămâne numai cu cinci ecuații, care să con- 
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ină necunoscutele cerute de problemă, vom aplica te i i iil 
de,echilibru pentru întregul sistem (momente i pce rer a M UE esta pe le 


Hi Hat P=0, Vy Va—4pa—0 
Apa-2a— P-3a — Vida - M30, 


izolind bara AB (fig. 8.4, c) nu apărut reactiunile 14, şi V, care nu interesează, Pentru a le 
elimina scriem ecuația de momente în raport cu punctul B, Rezultà* 


! |o Pa+H,4a=0. 


în mod asemănător vom proceda cu bara OD (fig. 8.4, d), pentru care 'vom scrie ecuaţia * 
de momente in raport cu punctul C. Rezultă 
M3—H34a—0, 
Am obținut astfel în total cinci ecuaţii care conțin numai necunoscutele care ne interesează. 
Rezolvind acest sistem obţinem 
` P 3P 
` siis =, 
€ H, d }, 4 


Observaţie. Reacţiunea H, are sensul invers celui indicat pe desen. 


Mj—ÀPa, V,-2pa, V,—2p:. 


$ 6. Determinarea eforturilor într-o bară. În general, numim bară un » 
corp la care o dimensiune, numită làngime, este mare în raport cu celelalte 
două dimensiuni. Locul. geometric al centrelor de greutate ale tuturor sec- 
ţiunilor transversale prin bară se numește axa baréi. Secţiunile transver- 
sale sînt normale la axa barei, în centrul de greutate al secțiunii. 

Să considerăm o bară ABC (fig. 8.5). Ea este în echilibru sub acțiunea 
sistemului (S) de forțe date și reactiuni. Pentru a putea pune in evidență 
eforturile din bară, este necesar s-o secjionám în două părți, printr-un 
plan (de obicei normal pe axa bazei într-un punct B) (fig. 8-6). În acest ` 
mod, forțele interioare care legau fiecare element al corpului 4B de pe fata 
corespunzătoare secțiunii, cu elementele corpului BC de pe cealaltă față 
a secțiunii, s-au transformat pentru fiecare porțiune în parte în forţe exte- 
rioare. Să folosim pentru Aceste două sisteme de forţe notafiile; 

(Sa) pentru forțele cu care corpul Z acţionează în secțiunea B asupra 


corpului 77; ; . . 
E (5,5) pentru forțele cu care corpul II acţionează în secţiunea B, asupra 


corpului Z. AS i M" 
Sistemul (S) de forțe date şi reacfiuni, poate fi de asemenea despărțit 


în sistemele (5,) şi (S2) câre acţionează respectiv asupra corpurilor 7 şi HJ. 


ul L Go) (o T 
7 D 
| D 
4 
i 


Fig. 8.6 ` 


Fig. 8.5 


teoremei echilibrului părților, dacă întreaga bară este în 
stem de forţe, atunci și cele două părți ale 
sub acțiunea forțelor corespunzătoare. 


Conform teo iilil 
echilibru sub acţiunea unui s! 
ei vor fi in echilibru fiecare, 


13 
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Prin urmare torsorul rezultant al sistemelor (Sj) şi (5,5) este nul. 
De asemenea și torsorul rezultant al sistemelor (S,) si (Sa). 

Bara AC fiind în echilibru, sistemul (S) este echivalent cu zero. Ur- 
mează că şi torsorul sumă al sistemelor (Sj) $i (S1) este nul. 

Concretizind cele arătate, în relații de echivalență statică, putem scrie: 


*(S1)--5(5,) —0;. «(55)--(5,) —0; (8.6) 
7(S)) H- *(53) 0; (8.7) 

82 de unde 
(Sas) (541) —0. (8.8) 


Remarcăm că ultima relație generali- 
zeazá principiul acțiunii si reactiunii. 
Rezultă mai departe 


T(Sa)=7(S), | (51) —*(S9), (8.9) 


sau: sistemul de eforturi cu care o parte a barei acționează asupra 
celeilalte părţi, este echivalent cu sistemul de forțe exterioare (forțe date 
şi reacfiuni) corespunzător primei părţi. Ultimele relaţii de echivalență 
ne dau posibilitatea de a determina eforturile dintr-o secțiune, atunci cînd 
se cunosc forțele date și reacfiunile care acţionează asupra grinzii. 

Să reducem sistemele de forțe (S3) şi (Su) în raport cu punctele B, 
şi B, ale fefelor secțiunii (B, si B, corespund aceluiaşi punct B al secțiunii) 
(fig. 8.7). Vom obţine cîte un torsor 7(51)) — (M, Ri) şi «(S4) —(M,, R}) 
aplicat respectiv in B, si B}. Suma acestor doi torsori este bineinteles nulà. 

Vectorii K, și &, nu depind de poziţia punctului B de reducere, spre 
deosebire de vectorii M, şi M,. În general punctul B de reducere se ia în 
centrul de greutate al secțiunii, însă există în practică şi unele cazuri spe- 
ciale, cînd se alege altă poziţie pentru acest punct. 

În aplicaţii, torsorul forțelor interioare se determină prin valorile 
scalare ale proiecfiilor pe un triedru triortogonal intrinsec, cu originea în 
centrul de greutate al secţiunii. Aceste proiecţii poartă numele de eforturi. 
Admifind un sens de parcurgere a barei, se convine a se lua în considerație 
eforturile aplicate pe acea față a secțiunii care este intilnità mai întîi, atunci 
cînd bara este parcursă în sensul ales, Axele se aleg de obicei după direcția 
tangentei, normalei principale şi binormalei la axa barei. Sensul pozitiv 
al tangentei se alege în sensul parcurgerii barei (fig. 8.8). 

Componentele torsorului eforturilo: 
după o direcție conținută în planul secțiunii normale poartă denumiri spe- 
ciale, corespunzătoare sensului fizic de solicitare a secțiunii, 

Astfel (fig, 8.9), aceste componente ale rezultantei R şi momentului 
rezultant M, se numesc: 


— forţă normală (simbol N), componenta lui W după direcţia tangentei ; 
— forță táietoare (simbol T), componenta lui R in planul secțiunii; 


r după taugenta la axa barei si 
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— moment de rásucire (simbol Mj), componenta lui M după direcţia 
taugentei ; D 
„— moment incovoietor-(simbol Mj), componenta lui M in planul 
secțiunii. — 
. ,Proiecfiile forței tăietoare și momentului incovoietor pe normala prin- 
cipală si pe binormală se notează cu T, Ts şi My, Mp (fig. 8.9). 
Privitor la semnele acestor 
eforturi se convine ca să fie pozi- 


Fig. 88 


tive atunci cînd sînt dirijate după sensul pozitiv al axelor. În felul acesta 
7, v, fiind versorii axelor, putem scrie: 


R=N3+ To 7, M=M XM MB. (8.18) 


Se obișnuiește ca variația acestor şase componente ale torsorului 
eforturilor să se reprezinte prin diagrame, care indică valorile lor în orice 
secțiune. f 
Observaţii. 1° Convenția cu privire la sensurile pozitive ale eforturilor este 
valabilă, în forma de mai sus, pentru fața secțiunii care este intilnitá mai întîi atunci cînd 
grinda este parcursă în sensul considerat pozitiv. În rezistența materialelor se consideră ca 
sens pozitiv sensul de la „stînga la dreapta“. Ca urmare convenția de mai sus rămîne vala- 
bilă pentru faţa „din stînga“ a secțiunii. 

2° în rezistența materialelor se obișnuiește însă ca eforturile să fie definite pentru fața 
„din dreapta“ a secțiunii. În acest din urmă caz sensurile pozitive ale eforturilor coincid 
cu sensurile negative ale axelor triedrului de referință intrinsec, corespunzător feței „din 
dreapta“, 
3° Însfirşit, în rezistența materialelor se mai obişnuieşte să se folosească sistemul de 
referință stîng în locul celui drept. Ca urmare, sensurile pozitive ale eforturilor faţă de un 
asemenea triedru, pe faţa „din dreapta“ sint: pentru N, Ty Tg. sensurile negative ale axelor, 
iar pentru My, My Ma, sensurile pozitive ale axelor (v, P. Mazilu: Statica Construcțiilor, 
vol, I, Xdit, Tehnică, 1955), 

Aplicație. 4°, 8e dă o prindă ACR cotită în unghi drept (fig. 8.10), incastrată 
în B şi acționată de o forţă P perpendiculară pe planul ei, Se cere să se deseneze diagramele 


eforturilor. » 
Convenim ca sensul pozitiv de parcurgere al sistemului să fie ACB. Facem secțiuni, 


atit în bara AC, cit si în CH ṣi introducem pe feţele secfiunilor intilnite în sensul par- 
curgerii, componentele respective ale eforturilor, 
Pentru sistemul şi forțele date, Mz, Ty şi N sint nule, 
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Utilizind prima dintre relaţiile (8.9) obținem pentru bara AC. 
i ' M0, My Mq — PS, T 

Mie — Pa, Mys Mie — Py, T, 
Variația elortugilot. My Mq şi T este reprezentată în diagramele din fig. 8.10 d, e, f. 


=P, » 


iar pentru bara CB 


Fig. 8.10 


$ 7. Relații diferențiale între eforturi şi încărcări. La punctul pre- 
cedent, s-a arătat modul de calcul al eforturilor într-o secțiune oarecare 
a unei bare. Aceste eforturi variază însă în lungul barei în raport cu poziția 
secțiunii. Apare indicată, deci, necesitatea de a a se stabili relafiile generale 
care să pună în evidenţă această variaţie. 

Referindu-ne la porțiunea A B a barei din fig. 8.5 constatăm că aceasta 
este acționată de următoarele forţe; forțele date (concentrate si repartizate), 
reactiunile de pe faţa A, reduse la o rezultantă — Ra şi un moment rezul- 
tant —M 4 faţă de punctul A, eforturile de pe fața D, reduse faţă de punctul B 
la rezultanta R şi momentul M. 

Vom considera că: 

a) înlocuim toate forţele date concentrate prin torje repartizate echi- 
valente, presupunind că secțiunea B nu cade exact în dreptul punctului 
de aplicaţie al unei forțe concentrate; 


b) reducem toate forțele date în raport cu punctele de pe axă cores- 


pünzátoare secfiunilor în care acționează aceste forţe. 

În acest mod, porțiunea de bară AB (fig. 8.11) se poate reprezenta 
numai prin axa ei, Să considerăm un element dø din această axă. Fie p(o) do 
şi m(s)de rezultanta si momentul rezultant față de un punct al elementului 
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do, al forţelor repartizate care acționează porțiunea de grindă limitată 
de două secțiuni transversale care trec prin extremitățile elementului do. 
Alegind ca sens de parcurgere al axei sensul AB şi notînd cu o lungimea 
arcului pe axă, măsurată de la A la do, vom avea în A, 5—0, în dreptul 
elementului do, o=o iar în B, o=s. ' 
,  Pentrua arüta cá porţiunea de grindă A B este în echilibru, este necesar 
şi suficient să scriem că suma momeiitelor acestor forțe este nulă față de 
orice punct al spațiului. 

,Notind cu r(0), t(s), vectorii de poziţie ai punctelor A, B faţă de un 
reper oarecare, şi cu z(o) vectorul de poziţie al elementului de curbă do, 
vom avea , 


70) x (— R4) - 8L ftrt) xB(s)de--mis)ds]- r5) x R+M=0. (8-11) 


, Relația de mai înainte, fiind independentă de valoarea parametrului s, 
face ca derivata, ei în raport cu s să fie nulă 


BCU, „M, EMÎNESCU"IASI 


79 xp) ms) +7 x să + 8g xR42M5—o.. (12) 


ls 


* Înlocuind zo cu 5), vectorul unitar.al tangentei la axă în punctul B 


(v. cap.L,$ 29—30), si punind în evidență pe ris) ca factor comun, obținem 
wxg | 50)] p W al) x emis) =0. (8.13) 


Condiția de echilibru a porțiunii de grindă AB este valabilă pentru 


orice origine a vectorului de poziție z(s). Acest lucru nu este posibil decît 


dacă 
dR, F a 
; T 5-0 (8.14) 
p IUE A Rio (8.18). 
ds T m=. o. LI 


Folosind proiecţiile lui R, M şi 
pe axele intrinseci, pentru secțiunea 
întâlnită în faţă, în sensul pozitiv de 
parcurgere al axei 
N34 Tuy Te ri 
Ma Myv- Mg (816) “A 

B pb bob Fig SI 
şi formulele lui Frenet care dau expresiile derivatelor versorilor v.g 
în raport cu arcul s (cap. T, $ 29--30) 


dr I- dy 1 47 dà 1 
" == d as pa 8.17 
d^." dw «Ure cg ev mm 
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unde prin p si p, s-au notat respectiv raza de curbură și raza de torsiune 
a axei barei, obținem şase relații scalare de echilibru, corespunzătoare 
relaţiilor vectoriale (8.14) şi (8.15) 


av T,,, Q LI Ts LUNO RR 
dec, FP. 1 MTS 0, Ax RE 

dM, M, 4M, M, Mg , 

r —+m,=0, T i E —Tg-4-m,7—0, (8.18) 


dM, Mo 
T + Wr T,4-m8 —0. 


Pentru cazul barelor curbe plane, acţionate de forţe cuprinse în planul lor, 
P1=0%0, pe=0, m,—m,—0, Ty—0, M, M,=0, formulele (8.18) devin 

x K ^ 
e 


7 dM, 
às. te=, V R-O6 -aH THO. 0 (819 
Pentru cazul barelor curbe plane, acționate de forte normale pe planul lor, 
P=% , f,—p,—0, my—0, N=0, T,—0, Mg-0, formulele (8.18) devin 
dT, dM, ` M, am 
2 RH b9=0, i v +m,=0, E + 


Tg4-m,—0. (8.20) 


Pentru cazul barelor drepte, direcţiile normalei principale şi binormalei 
sint nedeterminate. Ín acest caz axele din planul secțiunii pot fi alese arbi- 
trar şi se poate folosi un triedru cartezian obişnuit Oxyz, astfel ales încît Ox 
să coincidă cu axa barei, Oy cu normala principală, iar Oz cu binormala. 
Se recomandă ca axa Oz să fie verticală. În acest caz £—;— c, ds—dx si, 
schimbînd indicii în formulele (8.18), obţinem 


aN aT; dT, 

qr fa-0, etA, Teyp, 
ir am, ax, "Sn 
a Hmg=0, 35 Tz4-my—0, ed Ty+m=0. 


În sfîrşit, în cazul foarte frecvent intilnit în practică, al unei bare drepte 
acționate de forțe plane normale pe axa grinzii, presupunind că ele acfio- 
nează în direcția axei Oz, rezultă ba—py—0, me=my=m;=0, N=0, T,—0, 
M+=0, M;--0 si formulele precedente (8.20), devin 

dM, 


ar, T. 3 9c 
a th=0, M T=. (8.22) 


§ 8. Sisteme articulate, Definiţii, Clasificări, lpoteze. Una dintre 
formele cele mai des întîlnite în practică a sistemelor de corpuri o reprezintă 
sistemele articulate, Numim în general sistem articulat, un sistem de bare 
rectilinii şi rigide, care sînt legate între ele prin articulaţii, numite noduri. 
În cele ce urmează se vor considera numai sistemele articulate la care între 
bare există o legătură continuă, 
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Putem deosebi: 1) sisteme articulate la care configurația geometrică 
a acestora reprezintă o linie poligonală deschisă, astfel că nu se poate suprima 
Jie bară (nemarginală), fără a se întrerupe continuitatea sistemului; 
2) sisteme articulate la care este posibil să se suprime o bară (nemarginală), | 
fără a se întrerupe continuitatea sistemului. s 

Sisteme din prima categorie se întîlnesc sub forma poligoanelor arti- 
culate, a cablurilor de susținere a podurilor suspendate etc. Sisteme din a 


Fig. 8.13 


doua categorie sînt: grinzi cu zăbrele, arce cu zăbrele, ferme de acoperiş, 
turnuri metalice, macarale, cupole cu zăbrele etc. 

Sistemele articulate se mai pot clasifica în sisteme plane şi sisteme 
spațiale, Numim sistem articulat plan, sistemul ale cărui noduri sînt situate 
„într-un Singur plan, forțele exterioare acfionind de asemenea în acelaşi 
plan. La sistemul articulat spațial, nodurile şi forţele exterioare nu sint 
situate îu același plan. 

În calculul sistemelor articulate, vom admite că: 

a) Barele care alcătuiesc sistemul sint rectilinii şi au secțiuni trans- 
versale de dimensiuni neglijabile în raport cu lungimea lor. În modul acesta 
barele pot fi reprezentate prin axele lor rectilinii. . . " 

b) Legătura între bare, la noduri, se face fără frecare, prin articulaţii 
foarte mici, astfel că acestea pot fi considerate ca puncte materiale. Urmează 
că acțiunea exercitată de restul sistemului asupra unei bare, prin interme- 
diul unui nod, se poate reduce la o singură forță aplicată acelui nod. — — 

În practică, legăturile dintre bare sînt realizate fie prin îmbinări 
nituite (fig, 8.12) sau sudate, la grinzile cu zăbrele metalice, fie prin cou- 
tinuitate perfectă la grinzile cu zăbrele din beton armat (fig. 8.13), fie prin 
articulații metalice la unele construcții speciale şi la 
organele de maşini (fig. 8.14). În orice caz, însă, nu este QM 
posibil a se obține, în realitate, articulații fără frecári, e Q 
iar secțitinile barelor au dimensiuni care nu pot fi tot- 
deauna neglijate, Din această cauză, iu bare se nase si 
eforturi secundare. Determinarea acestor eforturi se face 
prin metode speciale. 

La un sistem articulat, forţele se aplică în general atit pe bare cit si 
pe noduri, Un deosebit interes prezintă cazul cînd forțele acționează numai 
la noduri, deoarece, în aceste condiţii, fiecare bară este supusă numai la 
intindere sau la compresiune, aga cum se va vedea mai departe. În sistemele 


Fig. &.H 
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: 
articulate realizate în practică, se caută, ca forţele exterioare să acționeze 
numai la noduri. Cu toate acestea, există cazuri cînd acest lucru nu este 
posibil.: Menţionăm în deosebi: greutatea proprie a barelor, acțiunea vîu- 
tului ete, În cazurile obișnuite, se admite că asemenea sarcini pot fi înlocuite 
cu două forțe echivalente, acjionind la extremitățile barei, neglijindu-se in 
à modul acesta numai efectul de 
ja incovoiere al acestor sarcini. 
m $ 9. Echilibrul sisteme- 
, lor articulate, Determinarea 
eforturilor din bare. S-a vázut 
| “a a b) cá, pentru ca un sistem de cor- 
puri rigide să. fie în echilibru, 


3 este necesar şi suficient ca fie- 
Fig. 8.15 care parte a sa să fie în echi- 
` libru. Considerind' cá un sis- 
tem articulat este format din bare si noduri, putem enunfa două cate- 
“gorii de condiţii de echilibru; —— Do . 

i j a) Condiţii care exprimă că fiecare, bară este în echilibru sub actiunza 
fortelor care îi sînt aplicate. Deoarece toate forţele exterioare se aplică la 
noduri, o bară ij (fig. 8.15) va fi acționată numai de forțele de legătură 

ce se exercită din partea nodurilor 7 şi j. Convenim să notăm cu N şi Nj 

forţele respective de legătură aplicate lą nodurile 7 si j. 1n.consecinfá, for- 
fele de legătură aplicate la capetele barei vor fi —N;; si Ni. 

Este evident cá bara ij va fi în echilibru sub acţiunea forțelor —Ni; 
şi —N,, numai dacă acestea sînt egale şi de sens contrar, avînd aceeași 
linie de acțiune, dirijată după axa barei: 

Forţele de legătură intre bară si nod se numesc eforturi în bară. 

Privitor la sensul eforturilor Ñ, există două posibilități. Dacă efor- 
turile care acționează asupra barei. tind să mărească lungimea acesteia, 
se numesc eforturi de întindere (fig. 8.16, a), iar dacă tind să-i micgoreze 
lungimea, se numesc eforturi de compresiune (fig. S.16, b). Vom conveni 
să afectăm valorile scalare ale eforturilor în bare, cu semnul + pentru în- 
tindere şi cu semnul — pentru compresiune. 


„„ La operaţiile de determinare a eforturilor in bare se lucrează cu efor- 
turile aplicate la nod $i nu cu acelea aplicate pe bară, deoarece, după cum 
se va arăta mai departe, aceste eforturi se determină din ecuaţiile de echi- 


mp à) !—————————-— -—9 3) 
———  — — o-— b) OO — === == 6) 
Vig, 8.10 Fig, 847 


libru ale nodurilor, Urmează că o reprezentare a eforturilor aplicate la nod, ca 
înfig. 8.17, a ne va indica obară întinsă, iar ca în fig. 8.17, b, o bară comprimatà. 

_ Efortul într-o bară are aceeaşi valoare în orice secțiune a barei, Într-a 
devăr, dacă secționăm bara ij (fig. 8.15, b) în punctul m, condițiile de 


Scanned with CamScanner 


STATICA SISTEMELOR d 3 *203 


i . 
echilibru ale ambelor porțiuni izolate, ne arată că eforturile în secțiunea m 
sînt aceleaşi indiferent de poziţia de-a lungul barei a acestei secțiuni. 

b) Condiţii care exprimă că fiecare nod este în echilibru sub acțiunea forțelor 
care îi sînt aplicate. Asupra unui nod 7 acționează rezultanta T; a forțelor 
exterioare efectiv aplicate, reacţiunea Ri care înlocuieşte o eventuală legă- 
tură exterioară a nodului si eforturile My din barele care leagă nodul 7, 
de celelalte noduri j, ale sistemului articujat. 

Considerînd că sistemul articulat are 7 noduri, ecuațiile vectoriale 
de echilibru ale acestor nodări vor fi 


FRASIN =0, (1 2, me ni i2), (8.23) 


prin semnul X, infelegindu-se însumarea termenului al treilea pentru toate 
nodurile j care sînt legate direct prin bare, de nodul 7. ` 

Prin proiectarea sistemului de ecuaţii (8.23) pe trei axe, ortogonale de 
coordonate x, y, z, se obține un sistem de trei ecuaţii scalare liniare 


SNM Ru -—X1, í iini: 

SN tt Riy=— Yu (£—1,:2, ni dj) (8.24) 

NMiNgvgd-Ru-—Zi 
unde Aij, pij, vi sînt proiecţiile pe axele de coordonate ale versorului barei 
ij, Riz, Riy, Riz sint proiecţiile necunoscute ale reacfiunilor R;, iar X4, Y 
Zi sînt proiecţiile forțelor F; pe aceleași axe. Asa cum s-a mai spus, valorile 
Ni ale eforturilor: se socotesc, în mod convențional, pozitive pentru întin- 
dere și negative pentru compresiune. 

Menționăm că, deoarece între proiecţiile pe cele trei axe ale unei 
reacfiuni pot exista două, ura sau nici o relaţie suplimentară, după cum 
legătura exterioară respectivă este o rezemare simplă, o articulație plană 
sau o articulaţie spaţială, vom considera că în ecuaţiile (8.24) se introduc 
numai componentele efectiv necunoscute ale reacfiunilor, celelalte componente 
fiind anterior eliminate cu ajutorul relațiilor menționăte. În acest fel, pentru o 
rezemare simplă vom avea o singură necunoscută, pentru o articulație plană, 
două, iar pentru o articulaţie spaţială trei necunoscute ale reacţiunii. 

Necunoscutele sistemului (8.24) de ecuaţii sînt eforturile N, si pro- 
iecţiile Riz, Ray, Rue ale reacfiunilor. Poziţiile barelor date prin coeficienții 
^g, pij, Va sînt considerate cunoscute, dacă configuraţia geometrică a 
sistemului articulat este de așa natură, încît nu este permisă nici o depla- 
sare finitá a barelor una faţă de alta, adică dacă sisteinul articulat este rigid, 

Dacă sistemul nu este rigid, atit poziţiile barelor, cît şi componentele 
X4, Yı, Zu ale forțelor efectiv aplicate, vor fi considerate drept parametri 
a căror valoare urmează să fie determinată astfel încît sistemul articulat 
să fie în echilibru, 


Observaţie, Pentru un sistem articulat iu echilibru, teorema soliditici 
arată că între forţele exterioare (forje date şi reactiuni), există şase ecuaţii scalare de ech: 


Xue X), FU Y0, EUN Z)-0, l 

Xp YQ Yita N01:50, (8.25) 
Srl Bia EZ) riy M Y] -0, | 
Natu X0) rR t). 
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După cum se poate observa foarte ușor, aceste ecuații suplimentare sînt consecinţe 
algebrice ale ecuaţiilor (8.24). 

Sistemul de ecuaţii (8.24) poate avea o soluţie determinată, o infinitate de soluţii, 
sau nici una. În primele două cazuri, sistemul (8.24) se numeşte compatibil. Vom discuta 
rezolvarea acestui sistem, utilizînd teorema lui Kronecker-Capellit, 

Condiţia necesară şi suficientă de compatibilitate a unui sistem de ecuații liniare, este 
ca rangul matricii coeficienţilor să fie egal cu rangul matricii sistemului. Matricea sistemului 
se obține prin adăugarea coloanei termenilor liberi la matricea coeficienţilor. 

Fie p rangul comun al acestor două matrici, b numărul barelor sistemului articulat 
şi r numărul componentelor necunoscute ale reac(iunilor, Deoarece numărul necunoscutelor 
sistemului (8.24) este b-+r, vom avea 


i exbn (8.26) 
exin. f (8.27) 


Ca urmare a acestor inegalităţi, discuția rezolvării unui sistem articulat prezintă 
patru cazuri: 
A p<b+r. (8.28) 


Fie q=b4+r—p numărul necunoscutelor care nu aparțin unui determinant principal 
al sistemului (determinant format din matricea coeficienţilor, diferit de zero şi de ordin p). 
Aceste q necunoscute pot avea valori arbitrare, iar celelalte necunoscute care se determină 
după regula lui Cramer, sînt funcții liniare de cele q necunoscute arbitrare. 

Sistemul articulat respectiv se numeşte sistem static nedeterminat. Numărul q al necu- 
noscutelor suplimentare se numeşte grad de nedeterminare statică. 

Datorită relațiilor (8.26) şi (8.27) o condiție suficientă pentru ca un sistem articulat 
să fie static nedeterminat este ca t 


Sncb-r. (8.29) 


Remarcám că sistemul de ecuaţii omogene care se obține în cazul inegalitáfii (8.28) 
prin anularea termenilor liberi ai ecuaţiilor (8.24), are c soluţii diferite de zero. Urmează 
că într-un sistem static nedeterminat sint posibile eforturi în bare si reacţiuni, chiar în 
absenţa oricăror forte efectiv aplicate sistemului. 

Eforturile în barele unui sistem static nedeterminat se pot determina prin metode uti- 
lizate în disciplinele rezistența materialelor şi statica construcțiilor. Ecuațiile suplimentare 
necesare pentru aceasta, se stabilesc considerîndu-se proprietăţile de deformabilitate ale mate- 
rialului din care sint confecţionate barele. 


b) e p=b+r. (8.30) 


Sistemul de ecuaţii (8.24) care satisface relaţia precedentă admite o singură soluţie. 
Sistemul articulat corespunzător se numește sistem statie determinat. . 

Un sistem articulat, static nedeterminat, se poate transforma într-un sistem static 
determinat, suprimindu-i-se, în mod convenabil, cel puţin q bare şi componente necunoscute 
ale reactiunilor. Numărul de bare și de componente necunoscute ale reacțiunilor suprimate 
în acest scop este minim, dacă prin aceasta nu se micșorează p. 


e) p<3n. (8.31) 


O consecinţă 2 a teoremei lui Kronecker-Capelli afirmă că un sistem de ecuații liniare 
este compatibil atunci și numai atunci cind toţi determinunţii săi caracteristici sint nuli. 
Se numește determinant caracteristic al unui sistem de ecuații liniare, determinantul format 
prin adăugarea la un determinant principal al sistemului, a unei coloane formate din termenii 
liberi ai ecuaţiilor și a unei linii a matricii sistemului, 

Fiind cunoseut un determinant principal, se pot forma cu ajutorul acestuia p=3n—p 
determinanți caracteristici diferiţi. Prin anularea acestor P determinanţi, se obţin $ relaţii 


1 Vezi A.G. Kuros, Curs de algebră superioară, (traducere din limba rusă), Bucu- 


teşti, Editura Tehnică, 1955. 
3 Vezi A. G. Kuros, op. cit, 
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între coeficienţii necunoscutelor şi între termenii liberi, adică între mărimile geometrice care 
determină poziţiile barelor şi direcțiile reacțiunilor şi între componentele forțelor efectiv 
aplicate în noduri, Aceste relații sint necesare și suficiente pentru ca sistemul de ecuaţii să 
fie compatibil si deci pentru ca sistemul articulat să fie iu echilibru, 

Este deci necesar să putem dispune de p mărimi independente, fie geometrice fie meca- 
nice, care să satisfacă cele p relații suplimentare, Vom numi aceste p mărimi parametrii 
sistemului articulat. Alegerea parametrilor unui sistem articulat se face în raport cu speci- 
ficul fiecărei probleme. Există deci probleme cu parametri geometrici, cu parametri mecanici, 
sau cu ambele categorii de parametri. 

Numărul maxim de parametri geometrici ai unui sistem articulat exprimă gradul său 
de liberiaie sau de mobilitate şi este egal cu p. 

Datorită relațiilor (8.26) şi (8.27), o condiţie suficientă pentru ca un sistem articulat 
să fie un sistem mobil, este ca; . . 
302 br. (8.32) 


4) p=3n. (8.33) 


Sistemul de ecuaţii care satisface această relație nu posedă nici un parametru indepen- 
dent. Sistemul articulat corespunzător se numeşte sistem articulat nemobil. 

Un sistem articulat mobil, cu p parametri, se poate transforma într-un sistem nemobil, 
prin introducerea a cel puţin p bare si legături exterioare simple. Numărul acestora este minim 
şi este egal cu p, dacă prin aceasta se măreşte p cu p unităţi, fără a se mări în același timp 
şi numărul n al nodurilor, 

Prin discutarea rezolvării unui sistem articulat cu ajutorul teoremei Kronecker. 
Capelli şi pe baza celor arătate lo punctele precedente, se ajunge la concluzia următoare: 

Eforturile din bazele unui sistem articulat dat, acţionat de forte efectiv aplicate 
oarecare, an valori unice gi finite, numai dacă 


b+r=p=3n, (8.344) 


sau in plan . 
b4+r=p=2n. (8.34b) 


* Un astfel de sistem articulat se numeşte sistem articulat static determinat şi imobil. 
Un sistem articulat static determinat și nemobil se transformă într-un sistem mo 
sau într-un sistem static nedeterminat prin suprimarea sau adăugarea in mod convenabil 
a unei bare oarecare sau a unei legături exterioare simple. 
În practică se utilizează adeseori pentru recunoașterea sistemelor articulate statie 
determinate şi nemobile, relaţiile mai simple 


b+r=3n, (8.35a) 
b+r=2n, (8.355) 


care reprezintă insă criterii necesare dar 
nu şi suficiente pentru acest scop. 

Aplicație, 5°, Se dă siste- 
mul plan articulat din fig. 8.18 la cai 
la lg. Forțele Pj, Py, P, sint aplicate 
în nodurile /, 2, 4. Sistemul articulat 
nu este rezemat, Be cere să se examineze WAT 
dacă eforturile din bare au valori finite ig. SS 
şi bine determinate. 


Matricea coeficienţilor este 


sau în plan 


cosa 0 

cosa cosa 

0 = cos al 
sina 0 

sin a sin a 


[U sin ax 
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Matricea sistemului este 


cosa 0 - P, cos B ' 


A „|| —cosa cosa 0, 
0 —cos x Pa cos y 
shia 0 ° —P,sinp |l" 
—sina —iu a P, 
0 sina — P; siny " 


Presupunînd cà œ este diferit de r/2 rangul matricii coeficienţilor este egal cu 2. 
Pentru ca fütemul de ecuații să fie compatibil, trebuie ca matricea sistemului să aibă 
același rang, Vom avea deci 

x , b=2, r=0, n=3, p=2 . 
şi geb, p<2n. , 


Prin urmare sistemul dat este un sistem static determinat si mobil. Numărul parame- 
trilor sistemului este p=2n—p=4, > 
Considerind &a determinant priucipal 


cos a -0 


0, 
"d —cos ù cos a | FO 


„ relaţiile suplimentare pentru determinarea acestor patru parametri se obţin anulind cei patru 


determinanji caracteristici. Dacă se aleg mărimile P,, P}, B, y ca parametri, rezultă 


P, =y= 
Pi Pi gg POY74 


Menționăm că alegerea acestor mărimi ca parametri este echivalentă cu introducerea 
a două reazeme articulate plane în nodurile 7 şi 3, 


$ 10. Grinzi eu zăbrele statie determinate. Generalităţi. Grinzile cu 
zăbrele sînt cele mai răspîndite sisteme articulate. Vom numi în general 
grindă cu zăbrele orice sistem articulat plan némobil. i 

Grinda cu zăbrele fiind considerată ca un corp rigid, putem forma dife- 
rite sisteme de grinzi cu zábrele. Rezolvarea acestor sisteme complexe nu 
prezintă nici o dificultate, problema putînd fi redusă la soluționarea în parte 
a echilibrului fiecărei grinzi componente. . 

Ca aplicaţie la subcapitolul sistemelor de corpuri, ne vom ocupa numai 
de grinzile cu zăbrele simple, static determinate, care satisfac relația 


b=p=2n—r (8.36) 


stabilită anterior si unde b este numărul barelor, n numărul nodurilor, r numă- 
rul componentelor necunoscute ale reacfiunilor, iar ọ rangul comun al matricii 
sistemului și matricii coeficienţilor necunoseutelor sistemului de ecuații 
corespunzător, Studiul detaliat al grinzilor cu zăbrele se face în statica 
construcţiilor, . 

Deoarece o grindă cu zăbrele poate fi considerată ca un corp rigid, 
numărul componentelor necunoseute ale reacpiunilor trebuie să fie egal eu 


trei, iar direcţiile acestor componente nu trebuie să fie nici paralele, nici 
concurente, 


Există diferite metode 
unei grinzi cu zăbrele, 
al eforturilor prin izol 


le asialitice de ealeul pentru eforturile din barele 
Principale sint. însă trei: metoda calculului succesiv 
area nodurilor, metoda secțiunilor şi metoda inlo- 
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$ 11. Metoda izolării nodurilor, Metoda calculului succesiv al eforturilor 


prin izolarea nodurilor, numită curent în practică si „metoda izolării nodu- 


rilor”, a fost expusă principial în studiul anterior. Într-adevăr, s-a arătat 
că efotturile din bare pot fi calculate izolind fiecare nod al sistemului arti- 


culat și arătînd apoi că toate nodurile sînt în echilibru, separat, sub acţiunea 
forţelor exterioare si a ; 


eforturilor din barele 
corespunzătoare, 

În general, re- 
zolvarea sistemului de 
ecuații de echilibru 
este anevoioasă, În a- 
numite cazuri însă ea 
se face foarte ușor. 
Aceasta se întîmplă 
atunci cînd ecuaţiile . 
de echilibru ale nodu- : Fig. 8.19 
rilor pot fi considerate 5 
într-o astfel de succesiune, încît in fiecare etapă de rezolvare să obținem 
două ecuații cu cîte două necunoscute. Menţionăm că reactiunile se de- 
termină anterior acestor calcule, prin ecuaţiile de echilibru ale întregii 
grinzi cu zábrele. 4 ` 


De exemplu, la grinda cu zăbrele din fig. 8.19, după ce s-au determinat 
componentele necunoscute ale reacfiunilor, pentru a obține primele două 
ecuații, care să conțină numai două necunoscute, este necesar să se inceapá 
calculul de la un nod unde se întîlnesc numai două bare și anume de la 
nodul 1 sau 9. Dacă sistemul nu ar avea nici un astfel de nod, nu am putea 
rezolva succesiv, două cîte două, ecuațiile de echilibru. 


Pornind de la nodul 7, ecuațiile de echilibru sînt: 


Nas cos oq -N434-H,—0, Ny sin o4 V,—0. 


Sistemul de ecuaţii obținut este compatibil dacă determinantul coe- 
ficiengilor necunoscutelor este diferit de zero, adică dacă nodurile 7, 2, 3 
nu sînt coliniare. 

În continuare este necesar să trecem la un nod care să prezinte de ase- 
menea numai două eforturi necunoscute, în cazul de față la nodul 2, unde 
necunoscutele sînt eforturile din barele 2—4 si 2—3. Ecuațiile de echilibru 
ale acestui nod sînt 


~N p, COS aur Nay COS xa- Nag Cos og Y,0, 
— Ny sin aN, 


in ag] Ng Sin gat Y,770, 


unde N,,—N,; este cunoseut din sistemul precedent de ecuaţii, iar X; şi Y, 

sînt componentele forțelor „aplicate nodului 2, de asemenea cunoscute, 

Aceste ecuaţii sînt compatibile dacă nodurile 2, 3, 4 nu sint coliniare. 
Procedíndu-se în felul acesta mai departe, se ajunge la nodul 7, unde 


întîlnim de asemenea două eforturi necunoscute: Nas Şi Na. La nodul 8 
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dispunem de două ecuaţii, cu o singură necunoscută Ny, iar'la nodul 9, 

„tot de două ecuații de echilibru, însă cu nici un efort necunoscut. În felul 
acesta se obțin trei ecuaţii suplimentare. Aceasta se datorește faptului că, 
pentru a calcula cele trei componente necunoscute ale reacfiunilor, am 
utilizat deja trei ecuaţii de echilibru care sînt o consecinţă a sistemului de 
-b-pr ecuații de echilibru ale nodurilor. Cele trei ecuaţii suplimentare vor 
fi deci satisfăcute identic de valorile eforturilor calculate anterior. 

Există sisteme de bare articulate la care se poate aplica metoda izo- 
lării nodurilor fără să fie nevoie să se determine în prealabil reacfiunile, 
priu rezolvarea ecuaţiilor de echilibru ale întregului sistem. În acest caz 
reactiunile rezultă din rezolvarea ecuaţiilor de echilibru ale nodurilor. 

Există sisteme de bare articulate la care este neapărat necesar să se 
scrie în prealabil ecuațiile de echilibru pentru întregul sistem, în scopul 
determinării reacfiunilor, deoarece sistemul de bare nu are nici un nod 


k 
cu numai 2 necunoscute. 
Existá, in sfirgit, sisteme static determinate, la care metoda izolárii 
~ nodurilor nu se poate aplica nici după ce s-au scris în prealabil ecuațiile 


de echilibru pentru întregul sistem. 

De exemplu, la sistemul din fig. 8.23, nu putem găsi nici un nod în 
care să se întilnească numai două bare şi care să ne dea posibilitatea să 
formăm primele două ecuaţii cu două necunoscute. De asemenea la sis- 
temul din fig. 8.22, putem calcula prin această metodă numai eforturile 
din barele trasate cu linii mai pline, şi anume pornind de la nodurile 7 
şi 75. Pentru a afla însă eforturile din celelalte bare, metoda devine 


Á inutilizabilă. 
Aplicaţii. 6°. Se dă grinda cu zăbrele din fig, 8.20 acționată de forte verticale 
în nodurile 2 si 4. Se cere să se calculeze eforturile din bare. 
Cele trei ecuații de echilibru ale forțelor exterioare, determină reactiunile 


H,=0, V,=1,5 P, V,—0,5 P. 


Ecuațiile de echilibru ale nodurilor vor fi: 
Pentru nodul 7; 


Nas cos 309 N,,—0, Nye sin 30%-+V,—0; 
1ezultá 
3V3 p 


N= —3P, N= 
Pentru nodul 2; 


— Na, cos 30? 4 Neg cos 30°- Nea cos 30°=0, 
— Na, sin 300 — Nj, sin 309-4- Ny sin 309 — P—0; 


rezultă 
Ny=-P, NP, 
Pentru nodul 3: 


= Nas Nig eos 207-4 Ny cos 60°- Nq 0, Nya sin 300 1 Nya sin 60°=0; 

rezultă 
"n. 
EL 3p 
[2 


P] 
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Procedind în acest fel pentru celelalte noduri, găsim 
E 
Nq-0, 
N30, 
Na- P. 


Se observă că eforturile din barele 7—8 şi 6—7 sint nule. Acest rezultat, s-ar fi putut 
deduce de la început. Într-adevăr, considerînd echilibrul nodului &, rezultă că, deoarece 
barele 6—8 si 8—9 sint în prelungire, componenta efortului N;, perpendiculară pe aceste 
bare nu poate fi echilibrată de nici o forţă. Este necesar deci ca efortul Ns să fie nul. 
În mod analog se poate deduce si egalitatea cu zero a efortului Nez. 

7*. Se dă sistemul spațial articulat din fig. 8.21 acţionat de forţa P şi rezemat arti- 
culat în nodurile 7, 2, 3, 4., 

Aplicînd relația (8.13 a) rezultă 


b—12, r=12, n=8, 


deci 4 
124-12—3x 8. 


Eforturile in bare se vor determina prin metoda izolării nodurilor. 
— Nodul 6: trei ecuaţii de echilibru obţinute prin proiecţiile eforturilor pe axe paralele 
cu 5—6, 6—7, 6—2, arată cá 
Nos = Nea Nez =0- 


— Nodul 5: ecuaţiile de proiecție pe axe paralele cu barele 3—6, 5—8, 6—2, dau 
Na Na = Nss=0. 


Fig, 8.20 
— Nodul 7: din ecuaţia de proiecţie pe o axă paralelă cu bara 7—8, rezultă 
Nus P. 
Alte două ecuații de prolecție, pe o axă paralelă cu 6—7 şi respectiv 7—3, dau 
Na=Na=0. 
_ Nodul 4: din ecuațiile de proiecţie pe axe paralele respectiv cu barele 7—8, 5-5 


şi 8—1, rezultă ' i _ 
Na, = — 1,896 P, Ní 21,320 P, Nu = —0,055 P. 


14 — Mecanica teoretică 
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. § 12. Metoda seeţiunilor (Ritter). Se bazează pe teorema echilibrului 
părților. Secfionind grinda cu zăbrele în două părţi, fiecare dintre aceste 
două părți trebuie să fie în echilibru sub acțiunea forțelor exterioare afe- 
rente si a eforturilor din barele secfionate. Observăm că, dacă o parte ar 
conține numai un singur nod, atunci s-ar reveni la metoda izolării nodu- 
rilor, descrisă la paragraful 
precedent. 

Pentru a pune condiția 
ca una dintre cele două părți 
secționate să fie în echilibru, 
dispunem în plan de trei ecuaţii 
scalare de echilibru, necuno- 
scutele fiind eforturile din 
barele secfionate (reacfiunile 
se presupun a fi fost calculate 

Fig. 8.22 anterior prin ecuaţiile de echi- 
libru ale întregii grinzi). 
Metoda secfiunilor prezintă interes atunci cînd cele trei ecuații de 


echilibru ale unei părți secfionate conțin trei necunoscute. Aceasta este ' 


posibil, dacă secțiunea efectuată intilneste trei bare. Cele trei necunoscute 
au.valori finite si unice, dacă direcţiile celor trei bare secfionate nu sînt 
nici concurente, nici paralele. 

Ecuafiile de echilibru ale unei porțiuni sectionate pot fi formate astfel, 
încît să obținem cîte o singură necunoscută în fiecare ecuație, ceea ce spre 
deosebire de metoda precedentă, ne dă posibilitatea de a calcula eforturile 
dintr-o bară, fără a fi nevoie să cunoaștem eforturile din alte bare. Această 
particularitate a metodei o face să fie utilizată adesea în statica 
construcțiilor. , 

Metoda secfiunilor se mai folosește în unele cazuri, in combinație cu 
metoda izolării nodurilor. De exemplu, s-a arătat mai înainte că la ferma 
din fig. 8.22 nu este posibilă calcularea eforturilor prin metoda izolării 
nodurilor, decît pentru barele trasăte cu linii 
mai pline. Pentru a utiliza totuşi şi mai departe 
metoda izolării nodurilor, este necesar să facem 
o secțiune după linia a—a. O dată determinate 
prin metoda secțiunilor eforturile din barele sec- 
fionate, putem aplica mai departe metoda izolării 
nodurilor fără a mai întîmpina vreo dificultate. 

De asemenea, pentru a putea utiliza metoda 
izolării nodurilor la sistemul plan articulat din 
fig. 8.23 este necesar mai întîi să aplicăm o sin- 
Fig. 823 gură dată metoda secfiunilor, efectuind, de 

exemplu secțiunea aa. 


Aplicaţie, 8. Sá aplicăm metoda sec(lunilor pentru grinda cu zăbrele din fig. 8.24. 

Pentru calcularea efortului Nea, este necesar să efectuăm o secțiune care să intilneascá 

trei, bare neconcurente, printre care și bara 2—4. Fie b—b această secţiune. Se obţine o 
ecuație care conține ca necunoscută numai efortul Ngy dacă se serie o ecuaţie de momente în 
“raport cu punctul de intersecție al celorlalte două bare sectionate, adică în raport cu nodul 3. 
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În principiu este indiferent dacă fe 

, lormüm ecuațiile de echilibru pent iunea di: 

saw pentru ce pent) Bârsa din 
Lon End pei a din dreapta, d m de echilibru respectivă pentru porțiunea din 

` -Nuh +M,=0, 

unde am notat cu /4 distanța de la nodul 3 la bara 2—4 

exterioare (inclusiv reacfiunile) aplicate pe porțiunea din duis Me monan fortele 


în cazul de faţă 7 


c 
AN i v 
ANO? gp; CAN M 
înlocuind în prima ecua- #0 b 5 e 7 


ție, găsim 
Na —2P. © js 2 e 3 ha 9 


Pentru a calcula efortul " 
Ng, efectuăm secțiunea c—c. Ce- Fig. 8.24 
lelalte bare secfionate, 4—6 și 
5—7 sint paralele, astfel că o ecuaţie de pı 
va conține eforturile Nye şi Ng. O astfel de ecuaţie 
din stînga este 


a 
v,=1,5 P, Mj - Va P5 = 


"E 
d 1 


= — Pa, hy=a sin 30*— 


roiectie pe direcţia perpendiculară acestora nu 
de echilibru corespunzătoare porțiunii 


Ts+Nse cos 30*—0, 
unde T, este forţa tăietoare obținută însumând forţele exterioare aplicate pe această parte 
a griuzii, În cazul de faţă Š 


E 
Ts=V;—2P=-7: 
Rezolvind ecuația de echilibru, găsim 

3 
Nu-P^-. 


$ 13. Metoda înlocuirii barelor. S-a spus mai înainte că există grinzi 
cu zăbrele la care nu se pot aplica cele două metode descrise anterior. 
Este vorba de acele grinzi care nu posedă nici un nod in care să se intil- 
nească numai două bare si la care nu se poate efectua nici o secţiune care 
să intilneascá trei bare necunoscute si neparalele. În aceste cazuri se aplică 
metoda înlocuirii barelor, care ne dă posibilitatea de a rezolva orice grindă 
cu zăbrele static determinată. 

Să presupunem că într-o, grindă cu zăbrele nerezolvabilă cu ajutorul 
„primelor două metode, suprimăm P bare și le înlocuim prin alte bare, astfel 
ca sistemul nou creat să fie rezolvabil prin aceste două metode. Cele % 
bare noi pot lega două noduri între ele, sau pot lega un nod al sistemului 
cu un punct fix oarecare. Trebuie numai să avem grijă ca noua grindă cu 
zăbrele transformată să fie nemobilă şi static determinată. 

Vom nota cu N(P, N69, „eforturile din sistemul transformat, produse 


de forțele exterioare date şi care pot fi determinate prin metoda izolárii 
nodurilor sau prin me 


toda secfiunilor. 
En 
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Dacá ne inchipuim cá barele suprimate au fost inlocuite prin eforturile 
respective, pe care le notăm cu X,, Xa ..., Xy, să presupunem că punem 


succesiv 


X,=0, X,=0, X4—0, ..., Xy .1—1, 
X,=0, X,—0, X,-0, ..., X 1-0, 


Vom indica mai simplu aceste stări de încărcare cu: X,—1, X,—1, ..., Xp=1. 

Urmează deci că în sistemul inițial X,, Xe, ..., Xp sint eforturi in 
bare, iar in sistemul transformat sínt perechi de forțe exterioare, aplicate 
asupra nodurilor B E 

Stării de încărcare X, —1, ii vor corespunde eforturile NO, NENO, 

în barele sistemului transformat. De asemenea pentru X,—1 va corespunde 

NU,NO NO), ... s.a.m.d. Aceste eforturi rezultate din încărcările X,=1, 
i e Xo pot fi de asemenea calculate prin metoda izolării nodu- 
rilor sau metoda secfiunilor. 

Considerînd acum că forțele X,, Xa, ..., Xp, în sistemul transformat, 
au valcri oarecare şi notînd cu NU,N O, N®,.. eforturile- din barele siste- 
mului transformat, rezultate din suprapunerea încărcărilor date și a încăr- 
cărilor X,, Xa, ..., Xp, rezultă pe baza relaţiilor liniare de dependență dintre 
eforturi şi încărcări 

NONO NO. X, NOX, eU. 
NOZNQ.LNO. y, ANÈX, Ho SNP xX, 


(8.37) 


Aceasta deoarece. dacă, de exemplu, încărcarea X,—1 a produs in 
bara 7 efortul NP, încărcarea oarecare X,—X, va produce iu aceeași bară 
efortul NQ-x,. 

„Să arătăm acum că eforturile din cele p bare noi ale sistemului modi- 
ficat sint nule, deoarece aceste bare nu există în realitate. Se obţine, astfel, 
un sistem de p ecuaţii liniare 

NQ--NO.X ANPA 4 EN X, —0, 


Nọ -NQX NOX, Le NO. Ad, 
1 it at i p (8.88) 


NQ4. NX NO Nue NO x, =0, 
din care se pot calcula necunoscutele Xp X ee Xp şi, apoi, cu ajutorul 
relafiilor (8.37) se pot determina celelalte eforturi din bare. Este necesar 
pentru aceasta ca determinantul coeficienţilor necunoseutelor să fie diferit 
de zero. 
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Sistemul inițial, la care cele p bare sînt, suprimate, va fi deci în 
echilibru sub acțiunea forţelor exterioare date si a forțelor X,, Aa, -.., Xp 
determinate din sistemul de ecuații (8.38). Restabilind acum configurația 
sistemului inițial prin introducerea la loc a barelor suprimate, forțele X 
vor însemna tocmai eforturile din aceste bare. 

În general, la sistemele articulate plane este suficient să inlocuim 
una sau două bare, pentru a le putea rezolva. 


Aplicaţie, 9, În grinda cu zăbrele! din fig, 8.25 este suficient să Inlocuim o, 
singură bară, pentru a putea calcula eforturile din bare, În cazul de faţă, bara 3—6 a fost 
înlocuită prin bara 1—5, Notăm cu X, efortul din bara 3—6 din sistemul iniţial. 

Elementele geometrice ale sistemului sînt suficient determinate, pentru calculul nostru, 
dacă cunoaștem unghiurile æ si B. Presupunem că sin =0,6 și sin 80,8. 

În tabela 7, au fost înscrise în coloanele 2 și 3 eforturile din bare, produse de incár. 
carea dată P şi de încărcarea X,=1, în sistemul modificat. 


Tabela 7 
F “TH 1 
[EtorturiN, Eforturi N, Etorturi 
Bara {din sarcina! din încărcarea | A + X, definitive | | 
| > | Nal N =N ENA, 
| : a! nübs 
2-3, 3—4 0 - +=P + P 
14 14 | 
9 9 
; -1 >P FIÍP 
4—5 0 7 F 
5 | 15 15 
» 
uu oie + LIP P 
13x50] 09 € | H u | 
I 5 5 | 48 10 
115 5 | 
"m —P — RÀ +P +SP 
Belo 6] Ul 8 | 86 7 
Is 7 3 
$ | s5 =P 0 
1-5 | 5 P îi | + 


Sistemul de ecuații (8.38) se reduce la 
NU NON, =0, 
unde NU este efortul din bara introdusă, produs de încărcarea 
dată, iar N' este efortul din aceeaşi vară, produs de încărcarea 
X,=1. Înlocuind prin valorile numerice calculate 
„N amm 9p 
ACI SII EL 


Ultimele două coloane servesc la calcularea eforturilor definitive, conform relaţiilor 


(8.38) care In cazul acesta devin 
Na Net Ni Xi 
1 După A. 
meanopis;gar, Mochba, 


D. Aaprom B. W. Kyanenon, Crponreanitan Mexaunsa, Tpauc 
1956, erp. $4. 35, 
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$ 14. Poligon articulat, Numim poligon articulat un sistem de bare 
articulate între ele, sistem care are forma unui poligon deschis, 


Poligoanele articulate cu mai mult de două bare sint sisteme mobile. 


Prin urmare se pune problema de a determina forma de echilibru 
a poligonului, precum si eforturile din bare. 


Fig. 8.26 


Fie un poligon articulat în ale 


r tO cărui noduri 4, 2, ..., n acționează un 
sistem ‘de forțe Fy, F,, .. 


5 Fn echivalent cu zero (fig. 8.26). În bare se 


Scanned with CamScanner — 


[i 
STATICA SISTEMELOR 215 


vor dezvolta eforturile Nj —N,, V3 — Nya pe care le considerăm că 


se aplicà asupra nodurilor respective, 

Condiţia necesară si suficlenta de echilibru a acestui sistem articulat, 
ca fiecare nod să fie în echilibru sub acțiunea forţelor date şi a forţelor 
de legătură care îl acţionează, se poate reprezenta grafic prin cîte un poligon 
al forţelor, închis. . 

Pentru nodurile extreme, relațiile de echilibru 

FN a=0, FN nO 

ne arată că poligoanele respective se reduc la două forțe egale şi de sens 
contrar, În fig. 8.26, -b s-a reprezentat grafic echilibrul nodului 7. 

. In fig. 8.26, c, d, e, f s-au construit poligoane de forțe pentru nodurile 
3 şi 3; n—1,n. Se constată că aceste poligoane se pot suprapune grafic 
de-a lungul laturilor lor comune 04, OA, OA, ètc., deoarece aceste laturi 
au aceeași direcție şi aceeaşi mărime, la scara grafică a desenului. Această 
suprapunere s-a executat în fig. 8.26, g. Se obține în acest fel poligonul 
forţelor date OA, ... 44,.,0, care este un poligon închis și parcurs în acelaşi 
sens de aceste forțe, deoarece rezultanta forțelor care acţionează sistemul 
articulat trebuie să fie nulă, eforturile N,,, Nas Nas, Noz ete. anulin- 
du-se reciproc. . 

Laturile, O4,, OA,, OA, etc. se numesc raze polare, iar punctul O de 
concurență al lor, se numește pol. Figura geometrică formată de laturile 
piis i articulat, paralele cu razele polare, se' numește poligon funicular. 

n cazurile cînd laturile poligonului funicular devin foarte mici, tinzind 
către zero, iar forțele aplicate la noduri tind către forțe repartizate, poligonul 
funicular ia forma unei curbe denumită curbă funiculară. 

Construcţia poligonului funicular, şi deci determinarea eforturilor din 
bare şi a poziţiei lor, se execută astfel: întîi se construieşte poligonul închis 
al forțelor date (fig. 8.26, g) polul O fiind situat la intersecţia liniilor de 
acțiune a forţelor extreme F, şi Fn şi se construiesc celelalte raze polare 
OA», ..., OA n-a. Dintr-un punct oarecare 7, se trasează latura 1—2 paralelă 
cu OA, si avînd lungimea dată a barei, apoi latura 2—3 paralelă cu OA, etc. 
Eforturile din bare sînt date de segmentele O4,, OA, etc., măsurate la 
scara grafică la care a fost construit poligonul de forţe. 

În legătură cu problema poligoanelor articulate, putem tace urmă- 
toarele observaţii: 

a) Deoarece forţa exterioară care acționează la un nod formează cu 
eforturile din barele alăturate, un triunghi, urmează că această forță şi 
cele două bare alăturate sint situate în același plan. 

b) Ca o consecință a observaţiei precedente deducem că un poligon 
articulat acționat de forţe exterioare paralele cu un plan este el însuşi 
paralel cu acel plan. : 

c) Dacă eforturile din bare sînt toate eforturi de întindere, poligonul 
articulat poate fi înlocuit cu un fir perfect flexibil şi neextensibil, de greutate 
neglijabilă, 

Construcția grafică a poligonului funicular pentru un sistem oarecare 
de forţe date este extrem de utilă în multe probleme ale staticii si ea va 
fi examinată amănunţit mai departe (cap. X, $4). 
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În general, este mai dificilă rezolvarea analitică a unui poligon arti- 
culat, în cazul general. De cele mai multe ori se recurge la metode grafice, 
Există unele cazuri însă cînd calculul analitic nu prezintă dificultăți, unul 
dintre acestea este poligonul articulat suspendat la ambele extremități si 
acționat de forţe paralele, egale, echidistante si de același sens, Aceste 


Fig. 827 


sisteme se întîlnesc în practică la unele poduri suspendate (fig. 8.27), forţele 
exterioare provenind din acțiunea gravitației asupra construcției susținute 
de poligonul articulat, 

Fie în acest caz poligonul articulat 1,2, =u A, acţionat de forţele 
verticale F}, Fz, ..., Fn. Considerăm un sistem de axe ortogonale Oxy în 
planul poligonului, axa, Oy fiind paralelă şi de sens contrar forţelor. Notăm 
CU 0,5, 05,5, ..., Xn-,,5, unghiurile formate cu axa Ox, de barele parcurse în 
sensul crescător al numerotaţiei nodurilor şi presupunem, fără a se restringe 
prin aceasta generalitatea problemei, că punctul Z coincide cu originea 


- axelor de coordonate. În fig. 8.28 au fost reprezentate numai nodurile t —L 


isi itl. 
Formínd ecuaţiile de echilibru pentru fiecare nod, obținem proiectind 

pe axa Ox 
Ni, i1 COS ci, 4 —Ni, i41 cos ai, (4-1 const—- H, (8.39) 
unde constanta H este proiecția 

pe Ox a eforturilor din bare. 

' Din ecuaţiile de proiecţie 
pe Oy găsim pentru nodul, 


după ce am înlocuit pe N din 
(8.39) 


tg ai, ii tg aii, i = 


Fi F "i 
=p g-csemt-—k, (8.40) 


unde am notat cu F valoarea 
comună a forțelor Fi. 

nsumind relațiile prece- 
dente, scrise pentru fiecare nod, 
valoarea unghiului &i—pi în funcție de con- 


Fig. 8.28 


de la 2 la i—1, obținem 
stanta k $i unghiul dia 


tg aii, Ste t, o (2). (8.41) 
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Coordonatele nodului ; sînt 
x=(i— 1)a, Yica(tg rrt tg 03,3 1*1 4-tg cr, 0: (8.42) 
Inlocuind valorile pentru tg a din relația (8.41) în expresia y, găsim 


sep Dice, se 20 ati lati D tn a HDD |, 
Eliminăm pe / între ultima relație si (8.42); obținem 
yen (21). 


Ultima relaţie ne arată că poligonul articulat este înscris într-o para- 
bolă de ecuație 


y=x i ad zi) . (8.43) 


Determinarea celor doi parametri k $i tg «,,, nu prezintă dificultăţi, 
dacá se cunoaste punctul » unde este suspendat celálalt capát al poligonului. 


IX. FIRE 


$ 1. Definiţii. Ipoteze de ealeul. În mecanica rațională prin fir se 
infelege un corp la care, din punct de vedere geometric, douá dimensiuni 
sint neglijabile; firele sint considerate perfect flexibile si torsionabile, ele 
neputînd prelua eforturi de 
încovoiere si de torsiune. 

O: caracteristică a fi- 
relor, în studiul care ur- 
meazá, comună „de altfel 
tuturor corpurilor studiate 
de mecanica raţională, este 
inextensibilitatea lor. Este 
necesar să precizăm că firele 
fiind materializate prin ca- 
bluri, lanţuri, odgoane etc., 
în realitate nu există fire 
perfect flexibile şi inexten- 
sibile, Astfel firele nu sînt 
absolut inextensibile, ci se 
lungesc sub acţiunea unor 
solicitări de întindere și 
chiar se rup, dacă aceste 
solicitări sînt prea mari. În 
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fotografia din fig. 9.1 se arată un exemplu de fir care, fiind acţionat de o în- 
cürcáre foarte mare de chiciură și, simultan, de presiunea vintului, s-a rupt, 
avariind și stilpul din beton armat. 

În majoritatea aplicaţiilor tehnice, este suficient să considerăm firele 
ca perfect flexibile si inextensibile. "otusi, există unele cazuri pentru care 
această schemă de calcul nu dă rezultate mulțumitoare, de exemplu exten- 
sibilitatea firelor se ia în considerație la funiculare cu deschideri mari, 
poduri suspendate și static nedeterminate etc., iar rigiditatea firelor are 
influenţă în special în calculul sistemelor de scripefi și a unor transmisii 
de mișcări prin cabluri, lanţuri şi curele, 

Studiul static al firelor urmăreşte determinarea formelor de echilibru, 
precum si a eforturilor interioare ale firelor supuse acțiunii unor forțe exte- 
rioare oarecare, « ' . 


$ 2. Fir acţionat de forțe repartizate, Vom consideră mai întîi cazul 
cînd firul este acționat numai de forțe repartizate. Forma de echilibru a 
unui astfel de fir se numește curbă funiculard: 


Ecuațiile generale. de echilibru ale firelor se pot deduce pornind de 
la ecuaţiile (8.14) si (8.15) stabilite la bare.' Grosimea firului fiind negli- 
jabilă, firul poate fi înlocuit prin axa lui, punctele de aplicaţie ale for- 
felor exterioare, cit si ale eforturilor interioare într-o secțiune, fiind în 
consecinţă situate pe această axă. Urmează că termenii din ecuaţiile (8.14) 
şi (8.15) care exprimă momentele forțelor exterioare şi ale eforturilor din 
secțiune în raport cu diferitele puncte ale axei, sînt nule. Va rămîne 


RO (36)..0,. H) x R(5)=0, (9.1) 


unde R(s) este rezultanta eforturilor interioare, aplicată în secțiunea s 
şi anume pe fața secțiunii întîlnită în faţă, atunci cînd parcurgem 
firul într-un sens ales pozitiv (s fiind lungimea arcului de curbă, măsurat 
de la un punct definit ca origine, in care:s=0), (s) este forța exterioară 
raportată la unitatea de lungime a firului, forță care acționează in dreptul 
secțiunii s, iar 7(5) este versorul tangent la fir, în dreptul aceleiași secțiuni. 

, Relația a dọua ne arată că vectoruÍ R(s) este tangent la fir. Este 
deci potrivit a se înlocui notația R cu Ñ. Ecuațiile vectoriale ale curbei 
funiculare a firului vor fi prin urmare 


AN (s) « 

Ax +p(s)=0. . (9.2) 
Conform convenției enunțate în paragraful anteriór, putem pune 

N (s): N (s)(s), (9.3) 


unde N(s) este o mărime scalară, reprezentînd tensiunea din fir în secțiunea 
situată la distanța s de punctul definit ca origine, N(s) nu poate avea 
decit valori pozitive în cazul firelor, deoarece într-un fir nu pot exista 
decît eforturi de întindere, 
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Derivínd partea din dreapta a relației (9.3) î ji f i 
fn (92), obfinem J i (9.3) în raport cu s si înlocuind 


dN-,N. P 

utr 5-0, (9.4) 
unde y este versorul normalei principale la curbá, iar p este raza de curbură. 
rdc Prin multiplicarea scalară cu versorii tangentei, normalei principale 
şi binormalei, se obțin ecuațiile intrinseci de echilibru ale firelor 


, S b. =0, (9.5) 
N 

tb >0, (9.6) 

5-0, " (9.7) 


Pr» By şi pa fiind proiecţiile lui $ pe axele triedrului intrinsec. 

Aceste ecuaţii ne permit să facem unele obsérvafii interesante asupra 
formei de echilibru a firelor acționate de forţe repartizate. Astfel: 

a) ecuaţia (9.7) ne arată că îi dreptul fiecărui punct al curbei funiculare, 
forța repartizată f trebuie să fie conținută în planul osculator corespunzător; 

b) dacă $ are o direcţie constantă, planul osculator este paralel cu 
această direcţie. Însă, așa cum se știe din geometria diferențială dacă în 
toate punctele unei curbe planul osculator este permanent paralel cu o 
direcţie fixă, curba este situată într-un" plan fix paralel cu această direcție; 

c) ecuaţia (9.6) ne arată că forța repartizată p este îndreptată intot- 
deauna înspre partea convexă a curbei funiculare şi anume, în sensul ten- 
siunilor descrescătoare (9.5); 

d) dacă toate forţele repartizate p au același suport, curba funiculară 
ia forma unei linii drepte care coincide cu acest suport comun; 

€) componenta tangenfialá a forței repartizate 5 are ca efect modi- 
ficarea tensiunii, iar dacă tensiunea este cunoscută, componenta normală 
determină curbura; 

f) dacă $ este în mod constant normal la fir, po. iar tensiunea 
este constantă în modul. Această observaţie este valabilă şi în cazul unui fir de 
greutate neglijabilă, întins pe o suprafaţă netedă. Tensiunea introdusă la 
un capăt al firului este condusă cu aceeaşi valoare, la capătul celălalt. 
Reacțiunea suprafeței este tocmai componenta A, din ecuaţia (9.6), prin 
urmare, normala la suprafață este conținută în planul osculator al curbei. 
Urmează că figura de echilibru a unui astfel de fir este o linie geodezicà 


Reacţiunea suprafeţei are valoarea absolută p,=-, unde N 
. ? 
N(0) -N(s) - N(l), 1 fiind lungimea totală 


a suprafeţei, 
este tensiunea constantă din fir: 
a firului; . 

g) presupunind că forța reparti 
U(x, y, 2), vom avea 


zată P derivă dintr-o funcție de forțe 


p=grad U. 
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Proiectind această relație vectorială pe direcția 7 obținem 


au 
be 


icuaţia (9.5) se poate serie în acest caz 


dN dU d 
T ta a ren 


D 


sau 
N--U const, 


Prin urmare tensiunea din fir diferă numai printr-o constantă de 
funcția de forță U cu semn schimbat. Dacă U este o funcţie uniformă de 
x, y, z, tensiunea N are aceeași valoare în toate punctele firului, care sînt 
situate pe aceeași suprafață de nivel. 


De exemplu, în cazul firelor acţionate numai de greutatea proprie 
constantă p, considerînd axa Oy verticală ascendentă, avem 


U=—py+const, iar N=py+const. 


Printr-o alegere convenabilă a poziţiei axelor se poate obține anularea 
constantei, astfel că rezultă 
N=py, (9.9) 
formulă care va fi obținută mai departe prin calcul direct. 
Pentru aplicaţiile practice este mai comod, de multe ori, să recurgem 


, la un sistem fix de axe de coordonate rectangulare. Proiectind ectiația de 


echilibru (9.2) pe aceste axe și utilizînd si relaţia (9.3), se obţine 


dx dy dz 
«(s A a( ani: 
o HP ty, M kpe=0, — (uo 


Le ia notat cu fs, fy, Pz, proiecţiile forței repartizate P pe axele Ox, 
y, Oz. 


În afară de aceasta mai dispunem de ecuaţia 


(5) +(2 + (s)- l. l (9.11) 


Cu ajutorul acestor patru ecuaţii diferenţiale se pot determina necu- 
noscutcle x, y, z şi N, în funcţie de s. Ecuafiile (9.10) şi (9.11) sint de 
ordinul întîi în raport cu N, însă de ordinul al doilea în raport eu x, v, z. 
Vom dispune deci în integralele generale de şase constante arbitrare, care 
se vor determina prin condiții În limită, 

Cea mai simplă problemă este aceea a unui fir de lungime dată / 
suspendat la cele două extremităţi A(v,, yi, 2) și B(vy, Ya 1). Condlderind 
originea arcelor de curbă în A si seriind că pentru s=0 şi s=}, x, y, z 
iau valori corespunzátoare punctelor A și B, se obțin şase ecuaţii peutru 


a 
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determinarea acestor șase constante, O dis i si ii 
$531 D cuție a acestui sistem de ecuaţii 
ne indică dacă problema admite soluții J aceste ii p 

vermis di fite. fii şi dacă aceste soluții sînt sau nu 


$ 3. Fir suspendat la extremităţi, nejfonat de o forţii repartiza tan! 
Lee dele eu lungimea elementulul do fir, FR ta patria riza pep 
nite a prae că, se referă la firele acționate numai de forte repartizate, paralele cu o direcţie 
fixă. În această categorie intră firele acţionate de greutatea proprie, Conform observaţiei b, 
firul va fi situat într-un același plan, Alegem sistemul de axe, astfel încit aza Oy să fie 
paralelă și de sens invers forţei repartizate, far Ox perpendiculară pe Oy, firul fiind situat 
i planni xOy (fig. 9.2), Notfnd cu p sarcina repartizată a firului, ecuațiile (9.10) se trans- 


d ds d dy 
a" A) KINTA paa 
Prima ecuație se integrează ușor: 
dy 
Na (9.13) 


Semnificația constantei H este foarte importantă dacă observăm că proiecția sZ 


a tensiunii N pe axa Ox este constantă în orice punct al curbei funiculare a unui fir acționat 
de sarcini repartizate paralele cu Oy si este egală cu H. 

Prin urmare tensiunea într-o secțiune în care tangenta la fir este paralelă cu Ox va ii 
egală tocmai cu această constantă H; 

Eliminind tensiunea N între a doua ecuație (9.12) $i ecuația (9.13) se găseşte 


à (dv 

S SEM y. 3.14 

nala) 9.) 

inlocuind ds= V1--y? dw, se obţine 
TIR 
alia lt an (9.15) 
unde am notat 

andi. (9.16) 


Integrala acestei ecuații este 
zie (9.17) 


y'=sh Pe 


ay fiind o constantă de integrare, ; . . 
[ine ecuaţia curbei funiculare a firului, 


dată ecuaţia (9.17) se ob e 
ME S ooo RR, a fiind parametrul lántisorului 


Yy (9.18) 
i tantá de integrare, 
ai pe aiaia (9.13) se deduce valoarea tensiunii 
ds SE aH Tei 
nen qt 78 Jia 
(9.19) 


- o 


N-Hoh * 
a 
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Transpârtind paralel axele de coordonate în puiictul de coordonate ao, yọ 3! păstrină 
aceeaşi notație Oxy pentru noile axe, relaţiile (9.17), (9.18), (9.19) devin "o 


tash Xe 9.20] 

psh P (9.20) 

h x N-H až, (9.21) 
n , 

ya ch 2, (9.22) 


Curba funiculară are în acest caz un punct 
de minim in O (0, a) şi este simetrică în raport 
cu noua axă Oy (fig. 9.2). 

Lungimea curbei între abscisele O și x 
se obține înlocuind în (9.15) pe VIFy?din 


ds= ylty 


x " 
L=f ds=aĵ dy'-ay'. 

f dica f =e 

Tinind seama de (9.20) avem 


L=a sh Ž. (9.23) 
a 


Ridicind la pătrat relația precedentă şi fo- 
losind (9.22) găsim o relație între lungimea arcului 
y A CM, ordonata y a punctului M si parametrul a 


Lipaf— yi. (9.21) 


Dacă eliminăm e din: (9.21) și (9.22) se obține relația 


N=py, (9.25 


care a fost stabilită cu ocazia observaţiei făcute asupra firului acţionat de o forță reparti- 
zată care derivă dintr-o funcție de forță, Tensiunea în fir variază deci proporţional cu ordo- 
nata şi anume, este egală cu greutatea unei porțiuni de fir cuprinsă. între punctul considerat 
şi axa Ox. În consecinţă, un fi? omogen supus numai la acţiunea greutăţii sale proprii, este 
în echilibru dacă cele două extremităţi ale lui sînt petrecute pe după doi scripeti foarte mici, 
astfel încît cele două capete să atirne piná.la axa Ox. 

4 Lánfisorul mai poate fi definit prin „ecuația naturală“ a lui, obținută din integrarea 
directă a relației (9,14) și inlocuirea derivatei y’ cu tg o, unghiul o fiind cuprins intre tan- 
genta geometrică într-un punct curent al curbei și axa Ox 


L=a tgo. 
Avem de asemenea 


sing- A cog ; (9.27) 


Raza de curbură se poate deduce din relaţia (9.6) 


N at 2X Ioan (9.28) 


ing Wy s 


P, bes esp 


Raza de curbură g este deci egală cu normala la curbă, cuprinsă îutre punctul curent respectiv 
și axa Ox. 


Scanned with CamScanner 


FIRE 


223 


Aplicaţii. 1°. Se dă lănțişorul suspendat în două puncte și avînd lungimea 


cunoscută. Se cere să se determine parametrul a. 


fig. 9.3 este reprezentat un lán(igor suspendat în punctele A şi B. Distanţa verti- 


cală şi orizontală între aceste două puncte este 
Zi-h4h, 2h hp h. 
Lungimea totală a lănţișorului va fi 


2L Llama (sa irai) 
“Avem de asemenea 

2 = —h,—a (e Lum 2) 
" a a 


Ridicind la pătrat ambele relații si 
scázind a doua din prima, dupá o serie de 
transformări de funcții hiperbolice, obținem 


Li mată b. 
a 


' Rezultă osrelație între parametrul a 
şi cdntitățile cunoscute. 7, L și hi 


a sh l-yncg 


de unde se poate calcula valoarea acestui 
parametru. 


Fig. 9.3 


2°. Un fir omogen de lungime 2L—120 m și greutate p=10 kgí/m este suspendat 
în două puncte A și B, situate pe aceeași orizontală, la distanța 2/= 100 m. Să se deter- 


mine parametrul a, săge i 
şi tensiunea și reacțiunile in A şi B. 
Din relația (9.23), pentru x=} deducem 


sh 
a 


zi 
a 


Cu ajutorul tabelelor de funcţii hiperbolice, căutăm prin 


satisface ecuația de mai înainte şi anume: 


I 50 
x ==1,065, deci 1—1085 47 m. 
Ordonatele extremităților sint 


y,=Yp= VIa =76,? m. 


8 ta f se obtine din 
Săgeata f se obi Jay candi as 


Tensiunea la virful lânţişorului și la extremităţi este 
Ha: p=47 10-470 kgf, 
N a=N p= y a 'p=76,2 : 10=762 kgf. 


ata f, unghiul a cuprins între tangenta in A şi orizontală, precum 


4 ; i 
încercări o valoare — care 
a 
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Reacjiunile verticale în punctele de suspensiune sint, 
"3 Va=Va=pL=10 : 60=600 kgf, 
de unde 
V, 600 xr 
=== 1,278 -51558'. 
Lus m 178) n 


$ 4, Fir suspendat la extremităţi, acționat de o forţă repartizată, de direcţie constantă 


1 proporţională eu lungimea proiecției elementului de fir pe un plan perpendicular pe direefla 
pea Parabola. gan acelaşi sistem de axe ca la punctul precedent, firul fiind 
situat în planul Oy, iar forța unitară repartizindu-se uniform de-a lungul axei Ox. Rela- 
fille (9.12), (9.13), (9.14) vor fi valabile și în acest caz. ] 

Forța unitară p paralelă cu axa Oy, din relaţia (9.14) este considerată ca fiind funcţie 
de arcul de curbă s. Pentru rezolvarea problemei propuse, înlocuim această forță cu o forță 
repartizată q, paralelă cu Oy, însă fiind funcţie de +. Pentru o porţiune ds infinit mică 
a curbei funiculare, vom avea 

pds=qdz. 


Înlocuind în relaţia (9.14), obținem 


Hto- (9.29) 


unde H, conform cu (9.13), reprezintă proiecția constantá a tensiunii N pe axa Ox. 
Integrind succesiv de două ori si ținînd seamă că 'g este constant conform enuntului 
problemei, avem 


y= tea), (9.30) 


gg -a+ 9.31) 


Ultima ecuație reprezintă tocmai curba funiculará a firului, care este o parabolă. 
Cazul de încărcare examinat intervine în practică mai ales la firele acţionate de sarcini 
provenite din depunerile de zăpadă. De asemenea, precum vom vedea mai departe, în teh- 
nică se aproximeazá de multe ori lănţișorul cu o parabolă, în special la firele acționate 
de greutatea proprie şi care au o săgeată relativ mică, 

În ecuaţiile (9.30) si (9.31), zo şi y, sint două constante de integrare. Efectuind o 
translație a axelor de coordonate, astfel încât aceste constante să se anuleze, obținem 


=, (9.32) 
= at. (9.33) 


Parabola reprezentatá de ulti- 
ma ecuaţie este simetrică faţă de 
Fig. 94 axa Oy, iar axa Ox este tangentá in 
virful ei. Dacá notám cuf sügeata in 


" i cazul 
şi particularizüm relaţia (9.33) pentru punctele de FM E aii sens 


€ (9.34) 


de unde se deduce ín acest caz, valoarea tensiunii in virful parabolei 


1 
u-i. (9.35) 
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noduri, poate fi inlocuit cu un fir perfect flexibil şi inextensibil, de greutate 
neglijabilă, dacă toate barele sînt supuse numai unor eforturi de întindere. 
Într-adevăr, un fir acționat de două forțe aplicate la extremităţile lui, 
este în echilibru numai dacă cele două forțe sînt egale si de sens contrar 
şi au un suport comun, iar forma de echilibru a acestui fir este o linie 
dreaptă care coincide cu suportul comun al celor două forțe. 

Prin urmare, problema firului acționat de forţe concentrate se reduce, 
principial, la determinarea poligonului funicular al acestor forţe. Diferitele 
condiţii care se pot impune acestui poligon funicular, în scopul determinării 
unice a formei lui, vor fi examinate în cadrul staticii grafice (cap. X, $ 6—7). 


Aplicaţie. 4°, Un cablu de greutate constantă p, suspendat în punctele A şi D, 
suportă o forță verticală concentrată P în punctul C (fig. 9.6). Cunoscind cotele punctelor 
A şi B față de C, precum si distanțele orizontale respective, se cere să se determine tensiu- 
nile in A şi B, utilizind formulele aproximative. 

Porţiunile de cablu AC si BC se asimilează cu arce de parabolă, iar originea axelor 
de coordonate se alege in C. Pentru parabola AC, axele se notează cu a, yy, iar pentru 
BC, cu az, Ya: 

Ecuațiile celor două parabole vor fi 


40: 37d + BC: Ya Past Casin 


C, şi C, fiind două constante. 
În punctele A şi B avem 


hofie Pag Cale 


Componenta verticală a tensiunii în fir are, în general, expresia: 


dy 


28 
yu, 


=px+CH. 

În punctul C, unde +=0, expresia lui V va pierde primul termen. Particularizind 
pe V pentru stînga si dreapta punctului C si inlocuind constantele C, şi C, cu valorile lor 
de mai înainte găsim 

D h, ? 
"o= H-4 Vie EH he 


c din cele 


în punctul C, forţa concentrată P este echilibrată de tensiunile Nic si 


două porțiuni de fire (fig. 9.6, b). 
Ecuația de proiecţie pe orizontală a acestor forțe ne dă: H, 
proiecție pe verticală ne dă valoarea lui H 


17H, H, iar ecuaţia de 


h i: b Ti 
u(y H (la P 


sau 
pip th 


H= A 
tga, ttg ag 


unde 2, şi 2, sint unghiurile formate cu orizontala de AC şi BC, 


15 
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Componentele verticale ale tensiunilor din 4 si D vor fi 
bh. 
2 "e [A H, 


Va= 


iar tensiunile în aceste puncte 
Ng VI Vi 

$ 7. Echilibrul unui fir situat pe 
o suprafață lucie $i acţionat de forje 
repartizate, lie 

f(x, y, 2-0 (9.43) 
ecuaţia suprafeţei lucii pe care se spri- 
jină firul, raportată la triedrul triorto- 
gonal fix Oxyz. Vom considera că le- 
gătura firului cu această suprafaţă este 
bilaterală. 

Un element ds al firului este 
acționat de forța pds precum şi de 
reacţiunea 7ds a suprafeţei. 

Reac[iunea suprafeței are direc- 
fia normalei la suprafafá, in orice 
punct al firului, deci se poate scrie 


7—) grad f. (9.44) 

Ecuațiile de proiecție pe triedrul Oxyz, care exprimă echilibrul ele- 
mentului ds al firului, se vor obține din ecuaţia (9.10), la care vom adăuga 
proiecţiile reacţiunii 7 


Nac VIEI 


&( Nu) ^en | 
| : (9.45) 


Aceste trei ecuaţii diferențiale, inipreuná cu (9.43) si (9.11) permit 
determinarea în funcție de s, a necunoscutelor x, y, z, N si A. 


, Pentru a stabili ecuaţiile intrinseci de echilibru ale elementului de 
fir, vom utiliza relația vectorială de echilibru (9.4), finind seama si de 


reacţiunea 7 a suprafeței, Ecuațiile (9.4) devin în acest caz 


(9.6) 


unde * $i v sint versorii tangentei și normalei principale la curba firului 
în punctul considerat M, iar p este raza de curbură a firului în același 
punct, 

Vom proiecta relația precedentă pe triedrul lui Darboux, format din 


versorii n, « $i g, unde a este versorul normal la suprafață, iar g—5x 
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un versor situat in planul tangent la suprafață în punctul M si perpendi- 

cular pe versorul tangent = la curbă (fig. 9.7); g determină normala geo- 

dezică a curbei firului; v, g si si sînt situaţi în planul normal la fir, în M. 
Multiplicînd scalar relația (9.46) succesiv cu 7, g, v obţinem 


Webb. PVEtpa=0, Pon bartr=0, (9.47) 


unde f, Pa Şi Pn sint proie 
țiile lui P pe versorii 7, g, 9. 
Notînd cu 0 unghiul format de 
n și v, avem 


v:gosin 0, n v—cos 0, 
Expresiile 
P 
a= e= go 049 
poartă respectiv denumirile de Fig. 9.7 


rază de curbură normală a supra- 
fejei pe direcția 7 şi rază de curbură geodezică. Cu aceasta, relaţiile (9.47) devin 


e ho HOO A+ prtr=0, (0.49) 


Aplicaţie. 5°. Să se determine forma de echilibru a unui fir aşezat pe o supra- 
față lucie, asupra firului neacfionind nici o forţă exterioară dată (p—0). 


Din prima relaţie (9.49) rezultă N=const, Conform relaţiei a doua (9.49), urmează 
sau N=0, adică firul nu este întins, forma lui fiind arbitrară, sau p,=% şi N=constz0, 


adică firul este aşezat pe o curbă geodezică a suprafeţei. 

Aceste rezultate au fost menționate și în $ 2 observaţia f. 

$ 8. Echilibrul unui fir situat pe o suprafafá aspră si acționat de lorte 
repartizate. În cazul cînd suprafața pe care se reazen ă firul este aspră, 
reacţiunea, acesteia asupra fiecărui element al firului se poate descompune 
într-o componentă normală la suprafață rds şi o componentă tangentă la 
suprafață, ds, numită forță de frecare. Notind cu « unghiul format de 
forța de frecare Das cu tangenta 7 la fir, ecuaţiile intrinseci de echilibru 
(9.49) devin 


AN de p cos ab, x -pgd sin «=0, Abr. (9.50) 
LJ n 


ds. 

Conform celor arătate la cap. ILI, $ 10 se admite, ca rezultat al expe- 
rienfelor, că valoarea forţei de frecare maximă este proporțională cu com- 
ponenta normală pe suprafață a reacţiunii: 

Qo gu. (9.51) 
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Eliminind forţa repartizată P de frecare între (9.51) şi (9.50) rezultă 
că pentru aceleaşi forțe efectiv aplicate P, formele de echilibru ale unui 
fir aşezat pe o suprafaţă aspră vor fi cuprinse în general, între două curbe 
limită. M 

În cele ce urmează vom examina cazul în care p=0, considerînd 
relația (9.51) la limita dintre echilibru și mișcare, Prin utilizarea relației 
(9.51), în care păstrăm numai semnul egal", ecuaţiile (9.50) devin 


Aur cosa=0, X +yrsin a=0, A-+r=0, (9.52) 
ls Pg Pn 


Eliminînd r şi « între relațiile precedente, se obține cu ajutorul rela- 
fiilor (9.48) o ecuație diferențială pentru valorile extreme ale lui N. 


EUM RSR quiet 0. 
Pn 


Prin integrare găsim 
a Fa 
5 9.53 
Na Ce à (253) 


unde C este constanta de integrare. 

Valoarea dublă a exponentului corespunde valorilor minime și maxime 
ale lui N. 

Dacă am fi utilizat relația (9.51) în tot intervalul de echilibru, se 
observă ușor cá am fi obţinut pentru valoarea efortului N in fir, urmă- 
toarea dublă inegalitate 


Nous N(S) X Nmaz- (9.54) 


k În cazul cînd firul este așezat pe o geodezică a suprafeței, tg 0=0, 
iar y. este constant, expresia (9.53) devine 


În tehnică intervin foarte des cazurile 
in care firul este înfăşurat pe o suprafață 
cilindrică circulară, după o secțiune circulară 
a acesteia, 

Vie A şi B cele două puncte extreme 
de tangenţă ale firului cu cilindrul aspru 
. (fip. 9,8); y este unghiul format de raza 

Vig. 98 în A eu o rază oarecare în punctul M, iar e 
este unghiul de înfăşurare a firului format 
de razele OA şi OB. În acest. caz 
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Pentru y=0 avem N—N,, iar pentru y= T pes ă 
conform cu (9.55) i ! Yep ovem Nes. Urmeaza, 


Se observă că termenul c» creşte foarte repede o dată cu creșterea 
unghiului o de înfășurare a firului, Astfel, dacă [,—0,3, se obţine pentru: 


9—2n £9*2:6,59, 
9—3X2n ew a 285,68, 
9—4x2n ewa 1881,5. 


Rezultă că dispozitivele mecanice bazate pe fenomenul de frecare 
a firelor, ne vor da posibilitatea ca, utilizînd o forță mică N, min şi cu 
ajutorul unui corp cilindric fix pe care se infásoará firul, să putem echi- 
libra o forță mare N, (de exemplu frine cu bandă, cabestane, babale etc.). 


X. ELEMENTE DE STATICĂ GRAFICĂ 


$ 1. Generalități. Soluțiile grafice în problemele de statică prezintă 
un interes deosebit, în special pentru tehnicieni. Ele au fost dezvoltate 
pe larg în a doua jumătate a secolului trecut și la începutul secolului 
nostru deşi. nevoia unor calcule din ce în ce mai exacte a făcut ca solu- 
fiile grafice să fie folosite mai puțin în ultimul timp. 

Calculul grafic este util în multe probleme, deoarece: 

— erorile grosolane sînt mult mai uşor de evitat pe cale grafică decit 
pe cale analitică; 

— în multe împrejurări conduce mai repede decît calculele analitice 
la rezultate suficiente pentru practică. 

În special, atunci cînd pentru alegerea unei soluții trebuie studiate 
mai multe variante, este recomandabil ca primele studii să se facă pe cale 
grafică. Pe baza studiilor grafice se poate alege soluţia definitivă şi numai 
aceasta se calculează exact, prin mijloace analitice. 

În capitolul de faţă sînt prezentate cîteva elemente de bază ale meto- 
delor grafice folosite în statică. 


A, FORTE CONCURENTI IN PLAN 


$ 2. Compunerea forţelor eoneurente în plan, Poligonul forţelor, Asa 
cum s-a arătat şi în primele capitole, forţele concurente se compun eu aju- 
torul poligonului forţelor. 

Dacă în punctul O sînt aplicate n forţe 
rezultanta lor se obţine cu ajutorul construcției din 


„au Fa (lig. 10.1, a) 
. 10,1, b, unde dintr-un 
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punct arbitrar A, se așază vectorii Fi, Fu a, Fa, astfel ca originea 
unui vector să coiucidá cu extremitatea celui precedent. Unind apoi ori- 
ginea A a primului vector cu extremitatea B a ultimului vector, se obţine 


vectorul AB= a cărui valoare, direcţie și sens coincid cu ale rezultantei 


8) x 


Fig. 10.1 


sistemului de forte dat. Ducînd prin O un vector echipolent cu AB, acesta 
va reprezenta rezultanta R a sistemului de forte F}, Fy, ..., Fa. 

Dacă punctul B coincide cu A, adică dacă poligonul de forțe este 
un poligon de forțe închis, rezultanta R a sistemului de forțe concurente 
în O este nulă, adică forțele F,, ..., Fa sint în echilibru. 

, , Deci: condiția necesară și suficientă ca un sistem de forle concurente 
să fie în echilibru este ca Poligonul forțelor să fie un poligon Închis. 


(42 


"EZ b ^ 
Fig. 102 


$3. Descompuneren unei torţe du i ii 
s Pui pă două diree(ii concurente, coplanare 
cu forța, Se folosește regula paralelogramului ca în fig. 10.2, FA unde 


forța F a fost descompusă în componentele E şi P, după direcţiile A, și Ay, 


Scanned with CamScanner 


ELEMENTE DE STATICA GRATICA 233 


concurente în O pe suportul forței F. În mod obișnuit nu se construiește 
paralelogramul chiar pe forța F ca în fig. 10.2, a, ci se duce un vector 


echipolent cu F si prin extremităţile sale se duc paralele la A, şi A, 


(fig. 10.2, b). Cele două laturi ale triunghiului care formează un poligon 
de forțe cu originea în 


A 4, 
originea vectorului F si i 
cu extremitatea în cx- 
tremitatea, lui F, deter- 
mină valorile, direcţiile 
şi sensurile componen- £ 


telor F, si Fa. 

Descompunerea u- 0 da 
nei forțe după trei sau 
mai multe direcții concu- 
rente pe forță si copla- 
nare cu ea, este o pro- 


blemá nedeterminată. În 8) 4 fa b) (à 
fig. 10.3, a se dá forța F 
şi direcțiile A, ^, A, Fig. 10.3 


concurente în O. Dacă 


se duce un vector echipolent cu F şi prin extremităţile sale se duc para- 
lele la A, si A; și apoi o serie de paralele la A, ca în fig. 10.3, b, fiecare 
dintre paralele la A, conduce la cîte un poligon de forțe, care determină 
cite o serie de componente după direcțiile A,, A, A, care satisfac problema. 
Astfel, componentele pe cele trei direcţii pot fi: 


AC, CD, DB, sau AE, EG, GB, sau AH, HI, IB etc. 


Problema are deci o infinitate de solufii. 


» B. FORTE OARECARE ÎN PLAN 


$ 4. Compunerea forțelor. Poligon funicular. Dacă asupra unui solid 
acţionează un număr oarecare de forțe în acelaşi plan, ele se pot compune 
pe rînd cu ajutorul regulii paralelogramului, aşa cum se arată în fig. 10.4. 
Forțele F, şi PF, pot fi înlocuite de rezultanta lor Rua, aceasta se compune 
apoi cu Py, obținîndu-se rezultanta Rya, iar Rua se compune cu F, obji- 
nîndu-se rezultanta A,;, care este echivalentă cu sistemul inițial de forţe 
F, F, a Fa Acest procedeu este rar întrebuințat, deoarece operația 
grafică este uncori dificil de aplicat, datorită faptului că intersecțiile dintre 
forțe nu intră totdeauna în cadrul desenului, 

De aceea, se folosește o altă metodă numită metoda poligonului funi- 
cular. Se observă că valoarea, direcția şi sensul rezultantei R, obfinindu-se 
din compunerea succesivă a forțelor după regula paralelogramului, depinde 
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numai de valorile, direcțiile si sensurile forțelor Fy F,, Fa, F4 (fig. 10.4) 
care acționează solidul, dar nu depinde de poziţiile acestor forţe, astfel 
încât aceste elemente ale rezultantei Rse pot obține cu ajutorul unui poligon 
de forţe ca în fig. 10,5, b unde, începînd din A se aşază cap la cap vectorii 


Fig. 104 


F,, Fa, Fa, Fi. Vectorul AB reprezintă în valoare, direcţie si sens rezul- 
tanta R a sistemului de forțe din fig. 10.5, a. 


Mai trebuie determinată poziţia rezultantei, si pentru aceasta este 
suficient să se cunoască un singur punct al suportului rezultantei. Pentru 
determinarea acestui punct se foloseşte o construcție grafică care să înlo- 


cuiască sistemul de forte F,, ..., F, care acţionează solidul, cu un sistem 
echivalent alcătuit însă numai din două forţe. 

În vecinătatea poligonului de forțe ACDEB (fig. 10.5, b) se ia un 
punct O care se unește cu punctele A, C, D, E, B. Punctul O se numeşte 
pol, iar segmentele OA, OC, OD etc. raze polare. Punctul O se poate lua 
arbitrar, însă în nici un caz pe dreapta AB. 


Dintr-un punct I din vecinătatea forței F, (fig. 10.5, a) se duce para- 
lela la OA pînă în punctul G de intersecţie cu F,, iar de aici paralela 
la OC pînă la punctul K de intersecţie cu F,, apoi din K paralela la OD 
pînă în punctul L de intersecție cu Fa, din L paralela la OE. pînă în 
punctul M de intersecţie cu P, şi de aici paralela la OB. 

În punctul G forța F, poate fi înlocuită cu componentele sale de pe 
direcţiile GI ji GK, ale căror valori, direcţii şi sensuri sint. date de razele 
polare 40—j, si OC— f, din poligonul forțelor (fig. 10.5, 0). La fel se inlo- 
cuícste forța Py prin componentele sale CO şi ROD în punctul K, 
apoi forța F, prin componentele sale -ADO si AS0E, iu punctul Z 
şi forţa I, prin componentele sale Ja RU si A ORB în punctul M. 

În acest mod sistemul de forje Pi Ey P. Fa din fig. 10.5, a a fost 
înlocuit cu un sistem de forțe echivalent Ju Ju — Ju Ja fe he A 
acţionînd de-a lungul lanţului /GA LAM N, banj care poartă numele de poli- 
gon funicular, Se observă că dea lungul suportului GA acționează două 
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forțe f, şi -f egale $i de sens contrar, deci ele au un efect nul asupra 


solidului. La fel sistemul de forţe J} şi —7, pe suportul KL; f, şi —f; 
pe suportul LM îşi anulează efectele astfel că singurele forțe care rămîn 


în poligonul funicular sînt forţele Jd de pe suportul IG si FĂ de pe supor- 


Fig. 10.5 


tul MN. Deci sistemul iniţial de forțe Fi, F,, Fa, F, este echivalent cu 
sistemul celor.două forțe f, si f, care acționează după dreptele IG si MN. 
Rezultanta lor va trece prin punctul de intersecție P al acestor două drepte. 
Problema este astfel rezolvată, căci a fost determinat un punct P al supor- 
tului rezultantei R, iar valoarea, direcţia și sensul ei sînt cunoscute dinainte 
din poligonul forţelor. 

De aici rezultă următoarea regulă pentru compunerea unui sistem 
de forțe oarecare în plan: se construieşte poligonul forțelor date, care deter- 
mină valoarea, direcţia și sensul rezultantei R. Se alege un pol şi se duc 
razele polare corespunzătoare. Apoi se construieşte un poligon funicular 
corespunzător acestui pol. Intersecţia primei şi ultimei laturi de poligon 
funicular determină un punct prin care trece rezultanta R. Deci poligonul 
de forțe determină valoarea, direcția şi sensul rezultantei, iar poligonul 
funicular determină poziţia rezultantei, 


Observaţii, Dacă punctul O ar fi fost luat pe dreapta AB, atunci prima si 
ultima latură de poligon funicular erau paralele și poziţia rezultantel nu putea fi determi- 
mată; de aceea, s-a impus restric(ia ca polul O să nu se găsească pe dreapta AB. 

Pentru un acelaşi pol O, punctul 7, de unde începe construcţia poligonului funicular, 
este arbitrar; deci aceluiași pol îi corespunde o intinitate de poligoane funiculare, Deoarece 
punctul O poate fi orice punct al planului, cu excepţia punetelor de pe dreapta AB, rezultă 
că pentru un sistem de forţe se poate construi o triplă infinitate de poligoane funiculare. 
Toate punctele P care s-ar obţine din această triplă infinitate de poligoane funiculare se 


găsesc pe o aceeași dreaptă, care constituie suportul rezultantei R, 
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Folosirea poligonului de forje si a poligonului funicular pentru 
un sistem de forțe oarecare in plan poate conduce la trei cazuri, care 
se interpretează astfel: 

Cazul 1. Poligonul de forţe rămîne deschis, adică segmentul AB din 
fig. 10.5, d nu este nul. În acest caz, sistemul de forţe conduce la o rezul- 
tantă R=AB, a cărei poziţie este determinată de poligonul funicular, aşa 
cum s-a arătat în fig. 10.5, a. 


Cazul 2. Poligonul de forțe este un poligon închis, adică punctele A 
si B se suprapun. În acest caz, prima si ultima rază polară coincid 
(fig. 10.6, b), iar în poligonul funicular, sistemul de forţe F, F, F,F, 
(fig. 10.6, a) se reduce la f, si f, care sînt paralele, egale şi de sens water 
Dacá suporturile lor nu coincid, așa cum se arată in fig. 10.6, a, atunci 
sistemul de forțe se reduce la un cuplu. 

Cazul 3 constituie un caz particular al cazului 2 


Pig. 10.7 
Poligonul de forţe este închis (fig. 10.7, b), iar în poligonul funicular 
prima latură fo are același suport eu ultima latură /, (fig. 10.7, a). În acest 
caz sistemul de forţe F,, ..., F, se reduce la două lorje fa Sb Aa acpionind 
după același suport, egale și | de sens contrar, care aleituiese un sistem echi- 
valent cu zero. Deci sistemul de forțe F,, Fy, Fy, F, este un sistem de 
forfe in echilibru. 


Scanned with CamScanner 


ELEMENTE DE STATICA GRAFICA 237 


De aici rezultă concluzia: condițiile grafice necesare și suficiente pentru 
ca un sistem de forțe oarecare în plan, acționind asupra unui solid, să fie 
în echilibru, sint: poligonul forțelor să se închidă și poligonul funicular să 
se închidă (prima $i ultima latură de poligon funicular să se suprapună). 


Observaţii, Fiecărui punct de pe forțele date, unde se intilnesc două laturi de poligon 
funicular, îi corespunde un poligon închis în poligonul forţelor. Astfel, punctului A din 
fig. 10.5, a, unde se întîlnesc forţele Fp, —f, si f, îi corespunde în fig. 10.5, b triunghiul OCD 
alcătuit din aceleaşi forţe F, —fu, f. Se mai observă gi proprictatea reciprocă: unui punct 
de intersecţie în poligonul forţelor, de exemplu D din fig. 10.5, b unde se intilnesc forţele 


FA, Fa fa îi corespunde triunghiul alcătuit din aceleaşi forţe Pj, P, f, din fig. 10.5, a. 
Aceste observaţii sînt utile în aplicaţii. 

$ 5. Proprietăţile poligoanelor funiculare, Fie sistemul de forțe în 
plan Fi, Fa, Fa din fig. 10.8, a. Cu polul O se construieşte poligonul funi- 
cular fo, fi f» fẹ iar cu polul O' se construiește poligonul funicular fe, 
Ji i şi Js- Laturile omoloage ale acestor două poligoane funiculare se intil- 


nesc în punctele A, B, C, D. Este uşor de arătat că aceste puncte se găsesc 
pe o dreaptă paralelă cu dreapta OO' a polilor cu care au fost construite 


poligoanele funiculare. În adevăr, forța F, poate fi înlocuită cu componen- 
tele f, si f, în punctul E. De asemenea forța F, ar putea fi înlocuită cu com- 
ponentele fj şi fi, în punctul G. Dacă se schimbă sensurile forțelor fj. şi fi 


Fig. 108 


din G, aja cun à în fig. 10,8, a, sistemul de forţe Ju, pu EST 
din punctele e echivalent eu zero, Acest sistem de patru forțe in echi- 
libru poate fi grupat şi altfel, Se poate compune forța fọ cu forţa —/ó şi 
rezultanta lor va trece prin punctul Æ (punctul lor de intersecție) şi va 
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avea direcţia, sensul $i valoarea date de vectorul OO din poligonul forţelor 
(-R-+Ja=00). Celelalte două forţe f, si —/i vor da o rezultantă care va 
trece prin punctul B, care este punctul lor de intersecție și va avea valoa- 
rea, direcţia şi sensul date de vectorul 00' din poligonul forţelor m -fi= 
=00"). Deoarece însă sistemul de forțe fo, —/s $i fi» e este în echilibru, 
trebuie ca cele două rezultante din A $1 B, paralele cu OO", să se suprapună, 
Deci dreapta AB este paralelă cu dreapta 00”. La fel se arată apoi că 
BC este paralelă cu 00' si aga mai departe, adică punctele 4, B, C, D 
sint coliniare pe o dreaptă paralelă cu 00. Această teoremă se enunţă 
astfel: dacă pentru un sistem de n forţe date F}, Fa, ..., Fn se construiesc 
poligoane funiculare cu doi poli diferiţi, atunci laturile corespunzătoare 
de poligon funicular se intersectează în n41 puncte care se găsesc pe o dreap- 
tă paralelă cu linia celor doi poli. Dreapta corespunzătoare poartă numele 
de dreapta lui Culmann (Carl Culmann, 1821—1881). : 
Această proprietate are multe aplicaţii în statica grafică. 
' 


$ 6. Poligon funieular care trece prin două punete date. Din proprie- 


„tatea demonstrată rezultă că pentru un sistem de forţe dat, toate poligoanele 


funiculare care trec prin două puncte date A si B au polurile pe o dreaptă 
paralelă cu dreapta AB. 

În adevăr, cele două puncte A şi B sint punctele de intersecție ale 
laturilor omoloage din două poligoane funiculare construite cu polii O şi O'. 
Conform teoremei precedente, dreapta AB trebuie să fie paralelă cu dreapta 
00”. Orice alt poligon funicular construit astfel ca laturile care poartă ace- 
laşi număr de ordine cu cele de mai sus să treacă prin punctele A si B 
trebuie să aibă polul pe o paralelă din O dusă la AB. Deci, această dreaptă 
a polilor confine toți polii poligoanelor funiculare care trec prin punctele 
A şi B. Această proprietate servește pentru determinarea poligoanelor funi- 
culare care trec prin două puncte date. În adevăr, dacă se dă un sistem de 
forţe si se cere să se construiască un poligon funicular astfel ca o anumită 
latură să treacă prin punctul A si o alta să treacă prin punctul B, atunci 
există o infinitate de soluții care satisfac aceste condiții. Polii tuturor 
poligoanelor care trec prin cele două puncte A si B se vor găsi însă pe 
o dreaptă paralelă cu AB. Pentru determinarea acestei drepte, este sufi- 
cient să se găsească un singur poligon funicular care să satisfacă această 
condiție. Prin polul sáu se duce paralela la AB și această dreaptă conţine 
totalitatea polilor care satisfac problema. Un asemenea pol se poate deter- 
mina cu ușurință dacă se cunoaște rezultanta sistemului de forţe, asa cum se 
arată în fig. 10.9. 

Fiind date forţele F,, F,, F, (fig. 10.9, a) se construieşte poligonul 
forțelor fig. 10.9, d, apoi cu ajutorul unui pol arbitrar O şi a razelor po- 
lare 0, 7, 2, 3, se construiește un poligon funicular 0”, 1', 2", 3', cu aju- 
torul căruia se determină suportul rezultantei care trece prin intersecția 
laturilor 0” şi 3' (fig. 10.9, a). 

Dacă se cere ca poligonul funicular să satisfacă condiția ca prima 
latură a lui să treacă prin punctul A şi ultima lui latură prin B, atunci 
este suficient să se ia un punct oarecare C pe suportul rezultantei si să se 
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unească eu A şi B, Dreptele CA şi CB vor fi prima şi ultima latură ale unui 
poligon funicular pentru sistemul de forțe dat. Polul O'al asit poligon 
se obține ducînd din punctele D şi Æ, in poligonul forțelor, paralele la 
4 şi CB, Dreapta A paralelă cu AB, dusă prin O”, reprezintă locul geome- 
tric al tuturor polilor poligoanelor funiculare pentru care, dacă prima latură 


Fig. 10.0 


trece prin A, ultima trece neapărat prin B. În fig. 10.9 sînt construite 
două asemenea poligoane funiculare: cd, ci, cà, ch cu polul în O’ si dg, di, dz, 
d cu polul în 0”. 

O altă construcție grafică pentru acceaşi probler 
fig. 10.10, unde pentru sistemul celor patru forţe Fa Fi 


doua latură de poligon funicular (latura dintre 4% şi 
iar ultima latură să treacă prin B. 

Cu un pol arbitrar O (fig. 10.10, b) se construieşte un poligon funicular 
1', 2', 3', astfel ca I’ să treacă prin A (latura 0' nu intervine in con- 
strucţie). Evident, ultima latură 4^ nu va trece în general prin B. Se duce 
prin A o dreaptă arbitrară AC care este intersectată de 4' in C, iar din polul 
O se duce paralela A’ la AC. Ca urmare a teoremei demonstrate in para- 
graful precedent, pe dreapta AC se vor intersecta laturile omoloage ale 
poligoanelor funiculare cu polii pe paralela din O la AC, adică toate poli- 
goanele funiculare cu polii pe această dreaptă se vor bucura de proprietatea 
că latura a doua — omoloaga lui Z’ -~ va trece prin A si ultima — omoloaga 
lui 4' — va trece prin C. Dueind. deci dreapta CB, am obținut un poligon 
care satisface problema, adică latura a doua trece prin 4 şi ultima prin B. 


este datà in 
se cere ca a 


d 
să treacă priu A, 
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i i, în poligonul forțelor (fig. 10.10, b), din extremitatea E a lui F, 
Deu GP. (i eee Rima cu paralela din O la AC determină 
polul O' al poligonului care satisface problema. Dreapta A, paralela la AB 
din O', conţine toţi polii poligoanelor funiculare care construite cu latura 
a doua prin A se bucură de proprietatea că ultima latură trece prin B. 


Fig. 10.10 


În fig. 10.10 este construită una dintre soluţii: poligonul funicular 
Ci» C2, 63, că corespunzător polului Q'. 
Observaţii. P. Din cele menționate se observă că la construirea poligonului 


funicular prin două puncte. trebuie să se precizeze care laturi ale poligonului trebuie să 
treacă prin fiecare dintre puncte. 


20. În construcția din fig. 10.10, forţa F} nu a intervenit in rezolvarea problemei, Se 
generalizează uşor că în rezolvarea problemei intervine numai grupul de forte cuprinse între 
laturile poligonului care au impuse condiții de a trece prin cele două puncte. Forțele exte- 
rioare acestui grup nu influenţează soluţia problemei. 


3°. În rezolvarea practică a problemelor se poate alege oricare dintre soluţiile grafice 
reprezentate în fig. 10,9 si 10.10. În tehnică este întrebuințată mai mult soluția din 
fig. 10.9, care nu este aplicabilă însă în cazul cînd sistemul de forţe nu are o rezultantă 
(se reduce la un cuplu). Soluţia din fig. 10.10 este însă aplicabilă şi în acest caz. 

., 87. Poligon funicular eare trece prin trei punete date, Pentru un 
sistem de forțe dat, există un singur poligon funicular care trece prin trei 
puncte date. Ín adevăr, dacă pentru sistemul de forte Fu Fe Fa, Fo Fs 
din fig. 10.11, a, se cere ca prima latură să treacă prin 4, latura a patra 
(între I^ și F,) să treacă prin C şi ultima latură prin B, soluţia se obține 
astfel: pentru grupul de forţe Fi, Fa, Fa, ale cărui primă si ultimă latură 
de poligon funicular trebuie să treacă prin 4, respectiv C, se obțin o infi- 
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nitate de soluţii, dar toți polii acestor poligoane se găsesc pe o dreaptă de- 
terminată A, paralelă cu AC; de asemenea, pentru grupul de forțe F, şi 


F, ale cărui primă si ultimă latură de poli i ie să ă 
; i ) mă latur poligon funicular trebuie sá treacá 
PERO repaci B, se obţine o infinitate de soluții cu polii pe o dreaptă A, 
paralelă cu CB. Cele două drepte se intilnesc într-un punct O si poli- 


Vig. 10.1 


E n at tislace atit 
condițiile de pe dreapta A, cît şi pecele de pe dreapta A; adică poligonul 
funicular cu acest pol, început din 4, este singurul poligon funicular care 
va trece şi prin celelalte puncte C si D. 

Ín poligonul forţelor (fig. 10.11, b) se determină rezultanta parţială 
Rio a forţelor Fi, Fas Fa şi apoi cu un pol arbitrar O' se construieşte un 
poligon funicular 0'-1'-9'-3' ce determină punctul D al suportului rezultan- 
tei Ryo Un punct arbitrar de pe Aii, (pe fig. 10.11, a punctul D) se 
unește cu punctele 4 si C, ar Wm poligonul forţelor prin extremitățile E 
şi G ale lui Rg se duc paralele la DA şi DC care se intiluesc in 0,. Prin 
O, se duce dreapta A, paralelă eu AC. Dreapta A, confine toți polii poli- 
goanelor funiculare care tree prin A si C. 


onul funicular cu polul în acest punct este singurul care 


16 — Mecanica teoretică 
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Aceeași operaţie se repetă pentru grupul de forțe F}, F;. În poligonul 
forțelor se construieşte rezultanta Ry; si cu ajutorul unui pol arbitrar 0” 
şi al unui poligon funicular se determină în fig. 10.11, a, punctul Z de pe 
suportul lui Rs. Se uneşte Z cu C şi B, apoi în poligonul forțelor din G 
si K se duc paralele la IC, respectiv / B, care se întîlnesc în 0,. Dreapta A, 
care trece prin O, şi este paralelă cu CB conţine toți polii poligoanelor 
funiculare ce trec prin B si C. 

Intersecţia O a dreptelor A, și A, reprezintă polul poligonului funi- 
cular unic care, început din A va trece prin C si B. În fig. 10.11, a este 
reprezentat acest poligon Fé, ft, f, fá, ft, f$, unde fó a fost dus prin A, iar 


i trece prin C si fj priu B. 


Observaţii. I°. Din această construcţie grafică rezultă cá pentru un sistem de 
forţe dat, un singur poligon funicular poate trece prin trei puncte 4, B, C, deoarece dreptele 
AAC şi A,]| CB se întîlnesc într-un singur punct. Pentru aceasta trebuie ca dreptele 
A, şi A, să nu fie paralele între ele, adică cele trei puncte A, C, B să nu fie în linie dreaptă. 
Deci, pentru a construi poligonul funicular unic care trece prin cele trei puncte 4, C, B, 
este necesar ca cele trei puncte să nu fie în linie dreaptă. 

20. Dacă cele trei puncte A, B, C sint în linie dreaptă, se pot întîmpla două cazuri: 
sau dreptele A, şi A, sint paralele gi depărtate una de alta (punctul O se duce la infinit) 
şi în acest caz nu se poate construi poligonul funicular care să satisfacă problema, sau cele 
două drepte A, şi A, se suprapun (punctul O este un punct curent al celor două drepte supra- 
puse), adică, în acest caz avem o infinitate de poligoane funiculare care trec prin punctele 
A, C, B ale căror poli se găsesc pe o dreaptă paralelă cu ACB. Acest ultim caz este repre- 
zentat în fig. 10.12 unde sint construite două dintre poligoanele care satisfac problema 
Ui. fs cu polul O si gj, ..., Z4 cu polul O^. 

3°. Dacă la determinarea celor două drepte: A; si A, se întîmplă ca una sau ambele 
rezultante parţiale Ry—3 si R4—5 să lipsească, adică, unul sau ambele sisteme de forte dintre 
AC şi CB să fie echivalente cu cupluri, atunci cele două drepte A, şi Aa se determină cu 
ajutorul construcţiei grafice din fig. 10.10. 

40. Poligoanele funiculare care trec prin două sau trei puncte au numeroase aplicaţii 
în tehnică si in special la calculul grinzilor şi arcelor. Din această cauză, pentru construirea 
poligonului funicular care trece prin trei puncte, există o serie de variante aplicabile în 
diferite cazuri speciale: cazul forțelor paralele, cazul cînd aceeași latură de poligon funicular 
trece prin două puncte etc. Toate aceste variante grafice, însă, se deduc din proprietăţile 
și construcţiile descrise. 

$ 8. Alte interpretări geometrice ale poligoanelor funiculare. Construcţiile grafice 
bazate pe poligonul funicular permit să se enunţe unele teoreme de geometrie care se demon- 


Fig, 10.12 


strează pe altă cale în geometria prolectivă. De asemenea, invers, proprietăţile poligoanelor 
funiculare pot fi deduse din teoreme de geometrie proiectivà, Aiei vor fi enunțate numai 
două teoreme, care sînt folosite apoi în diferite construcții grafice ale staticii, 
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Astfel, din construirea rezultantei unui sistem de forţe cit ajutorul poligonului funicular 
(fig. 10.5) s-a văzut cà pentru același pol O se pot obţine o înfinitate de poligoane funi- 
culare, astfel încît toate au laturile omoloage paralele cu razele polare și deci paralele între 
ele Punctele G, K, L, M ale tuturor acestor poligoane funiculare se deplasează pe forţele 


Fa, iar punctul P pe dreapta care este suportul rezultantei. 

se înlocuiește cuvintul forță prin dreaptă și se elimină cuvintul funicular, se 
poate enunja următoarea teoremă: dacă un poligon cu n virfuri se deformează astfel ca latu- 
rile sale să rămînă paralele cu nişte direcţii date, iar &—1 virfuri descriu niște drepte, atunci 
şi al n-lea vîrf descrie o dreaptă. i 

De aici rezultă şi reciproca: dacă un poligon cu » laturi se deformează astfel că toate 
virfurile sale descriu nişte drepte, iar n—1 laturi rămîn paralele cu niște direcţii date atunci 
şi a n-a latură va rămîne paralelă cu o direcţie fixă. 

Din proprietatea că laturile omoloage a două poligoane funiculare se întîlnesc in puncte 
coliniare, aşa cum s-a arătat în fig. 10.8, se poate enunfa teorema: 

Dacă un poligon cu n laturi se deformează astfel încît toate virfurile sale descriu 
anumite drepte date, iar n— 1 laturi se rotesc în jurula n—1 puncte fixe situate pe o dreaptă, 
atunci si latura a n-a se va roti în jurul unui punct fix situat pe dreapta celor »—1 e. 

De aici se poate deduce si reciproca: dacă un poligon cu n virfuri se deformează astfel 
încît toate laturile sale trec prin nişte puncte fixe situate pe o dreaptă, iar »—1 virfuri 
descriu n—1l drepte date, atunci si al n-lea vîrf va descrie o dreaptă. 


$ 9. Descompunerea unei forţe după trei suporturi neconcurente in 
plan. Fie forța R care trebuie descompusă după suporturile A,, ^z, A; necon- 
curente si în acelaşi plan cu R (fig. 10.13, a). Intersecţia lui R cu unul 
dintre cele trei suporturi, de exemplu cu A;, este punctul A, iar intersecţia 
celorlalte două suporturi este B. Se descompune în A forța R după direcția 
suportului A, și după direcția A B cu ajutorul paralelogramului, obfinindu-se 
F, pe suportul A, și Ru-2 pe suportul AB. Apoi în B se descompune forța 
R, după direcţiile A, şi A, cu ajutorul paralelogramului şi se obține F, 
——pe suportul lui A, si F, pe suportul A,. Pentru claritate, în fig. 10.13, a, 
se determină de obicei numai dreapta AB, iar descompunerea propriu-zisă 
se face pe o figură separată, (fig. 10.13, b), unde se desenează forța 
din extremitățile ei D şi C se duc paralele la A; si AB, obfinindu-se 
$i Ro, iar apoi din extremitățile C şi E ale lui Roz se duc paralele 


Fig. 10.13 


la A, şi A, obfinindu-se astfel T, şi Lu. Sensul forțelor Fy, > obţine 
parcurgind în acelaşi sens poligonul CGED, din originea C, spre extremita- 


tea D a lui R. 
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A Evident suporturile forțelor F, Fy, Xy sînt dreptele A,, Aj, Aj din 
fig. 10.13, a. 

Soluția este unică. Dacă cele trei drepte A,, A, Aa erau concu- 
rente, dar punctul lor de concurență nu se găsea pe forţa R, problema era 
imposibil de rezolvat. Dacă cele trei drepte A,, A,, Ay erau concurente 
pe forța R sau paralele şi în acelaşi plan, problema era nedeterminată. 
Dacă s-ar fi cerut să se descompună forța R după patru sau mai multe direc- 
fii din același plan si neconcurente, problema era nedeterminată. 

Soluția indicată in fig. 10.13 este aplicabilă în cazul cînd punctele 
de intersecție A si B intră în cadrul desenului. Dacă intersecțiile nu intră 
în cadrul desenului, se face uz de proprietăţile poligoanelor funiculare asa 
cum se arată in fig. 10.14, unde forța R, după suportul A, urmează a fi 
descompusă după suporturile A,, A,, A,. Se admite după direcţia A,, o com- 
ponentă Ñ; oarecare şi atunci în poligonul forțelor (fig. 10.14, b) se deter- 
mină celelalte componente Fi și F4 care acționează pe A, si A,. Dintr-un 
pol O se duc razele polare fo, Ji, Ja, f, (fig. 10.14, b), iar dintr-un punct C 
de pe forfa R (fig. 10.14, a) se duc laturile fj, paralelă cu f,, şi fá, para- 
lelá cu f,, apoi se duc laturile: fi paralelă cu f, si, din intersecția acesteia 
cu A,, f; paralelă cu f,. Evident fj nu se întîlneşte cu fj pe Aş, adică va- 


loarea arbitrară pentru Fí nu e cea justi. Se ia atunci o a doua valoare 


4 DEJ” 


a) 


Pig, 104 


arbitrară ti de unde rezultă în poligonul forţelor (fig. 10.14, 0) Fz si Fi 
şi razele polare Jo, au, Ba, În. Se due apoi în fig. 10.14, a 1 


à E Lr EB u aturile de poligon 
funicular gi şi es în loc deji si fj. 


Desigur cà niei e; nu se va intilni cu 


a 
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fi pe As deci nici valoarea arbitrară Ff nu e soluția justă. Dacă ne.ocu- 
păm acum de poligonul fj, fi, fi, observăm că prin înlocuirea lui Fi cu 
Fi , acesta a devenit poligonul ff, gf, gs, adică latura Jý rămîne pe loc, 
latura fi — respectiv gí — trec amîndouă prin punctul fix D, iar virfu- 
rile poligonului se deplasează pe două drepte date A, şi A, (în cazul de față 
virful D de pe A, stă pe loc). 

Conform teoremei stabilite rezultă că și a treia latură a poligonului fi 
— respectiv gg — va trece printr-un punct fix. Acest punct va fi chiar 
punctul A, unde se întîlnesc cele două laturi Jy şi g4. Deci aceste valori 
arbitrare luate pentru F, dau laturi de poligon funicular între A; și A; 
ce trec prin A. Adevărata latură va trebui să se întîlnească cu fi pe As. 


Dar, intersecția lui A, cu fj este cunoscută si este notată cu B. Deci dreapta 
AB va fi adevărata latură de poligon funicular. În figură este notată cu 
T; şi apoi se deduce si Tí. Ducînd paralele din O la hi şi hi se obţine in 
şi 74 şi apoi adevăratele valori ale forțelor Pis fr F,, pe suporturile A,, Az, 
As. Pentru verificare trebuie ca dreapta care trece prin intersecția lui-F, 
cu Îi, şi a lui F, cu 7, să fie paralelă cu A. 

Observaţie. Dacă în locul forței X, ar fi acţionat asupra solidului un sistem 
oarecare de forţe în același plan, care ar fi trebuit să fie înlocuit printr-un sistem echivalent 
de trei forte F,, Fa, F, care să acţioneze după trei drepte Ap Az A,, neconcurente și în 
acelaşi plan cu sistemul, se determină in prealabil rezultanta R a sistemului de forțe si 


apoi se procedează la descompunerea grafică. Dacă sistemul de forțe care acționează asupra 
solidului nu se reduce la o rezultantă, ci la un cuplu, atunci operația grafică de descompu- 


nere se aplică asupra fiecăreia dintre forțele cuplului. 


Fig. 10.15 


$ 10, Deseompuneren unei forţe după două suporturi paralele eu ea in 
plan, Cu ajutorul poligonului funicular se poate descompune o forță A după 
două suporturi A, și A, paralele eu ea (fig. 10.15). 
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Dintr-un punct oarecare C al forţei R se duc două drepte oarecare 
CA si CB pînă intersectează dreptele A, şi A, (fig. 10.15, a). Apoi în poli- 
gonul forțelor (fig. 10.15, b) din extremităţile D şi E ale lui R se duc para- 
lelele la AC si BC, care se întîlnesc în O. Din O se duce paralela la AB 


3) 


Fig. 10.16 


care intílneste pe DE in G. DG şi DE reprezintă cele două componente 
F, şi F,. Pentru a stabili care este F, si care F} se fine seama de recipro- 
citatea figurilor a si b. În fig. 10.15, a, A,, AC si AB' sint concurente 
în A pe A,. Deci paralelele lor, in fig. 10.15, b, trebuie să formeze un 
triunghi închis, care este triunghiul DOG. Deci, DG este componenta F, 
de pe suportul A,. Analog se procedează pentru Fi 

În fig. 10.16 este arătată descompunerea forței R, după suporturile 
A, şi A, de aceeași parte a lui R, Așa cum rezultă din poligonul forțelor, 
componentele F, si F, sint de sensuri contrare. Forţa F,, mai apropiată 
de R are sensul lui R si este mai mare decît R, iar forpa F, mai depăr- 
tată deR, are sens contrar lui R. 


$ Ji; Momentul unui sistem de forţe determinat pe cale gratie 
gonul funicular permite să se determine valoarea momentului unui 
de forțe din acelaşi plan în raport cu un punct oarecare din planul forțelor. 
, Fie forțele La La Pa, Fa, din fig. 10.17, a. lu fig. 10.17, b se con- 
struieste poligonul forțelor, apoi dintr-un pol arbitrar se duc razele polare 
0, 1,2, 4, 4 si se construiește un poligon funicular 0, 1', 9, 3', 4' cores- 
punzător polului O, Valoarea absolută a momentului forțelor E Fa Fi 
în raport cu punctul A este egală cu produsul dintre rezultanta Rog a 
forţelor F,, Pa, Fy şi distanța d de la punctul 4 la rezultanta Ra, care 
trece prin intersecția D a laturilor 0' şi 3’, Deci Ia (us Fz, E = Road. 


3 
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Dacă prin punctul A se duce paralela la R FEE . 
i 1—3 se form 

(fig. 10.17, a) care este asemenea cu triunghiul DC E ia fig 10. FAS 
datorită paralelismului laturilor. Se notează segmentul CE cu m, iar în 
poligonul forțelor distanța de la O la C'E’ se notează cu H. H poartă nu- 


Fig. 10.17 


mele de distanja polará a grupului de forfe Fi, Fa, Fa, deoarece este dis- 
tanfa de la polul O la Ros din poligonul forţelor. 
Exprimind proporționalitatea dintre bazele CE=m şi C'E'= Ri 

si înălțimile corespunzătoare d şi H din triunghiurile asemenea DCE şi 
OC'E' rezultă 
BS = T de unde R,-3d—mH. 

Deci 


èa) l= Rı-y'd=mH. 


IAL (Pv Fo 


Relația |M ai Fp, Fa) |-mll 
sistem de forțe în plan în raport cu un punct 4 l 
cu produsul dintre segmentul m care trece prin punctul 4 şi 
cu rezultanta sistemului de forțe, interceptat între prim ultima latură 


de poligon funicular al sistemului de forţe considerat şi distanța polară H 
a acestui sistem de forțe» dedusă cu ajutorul polului care a servit la con- 


structia poligonului funicular. _ 
De ex., momentt lui de forțe F, si Fa din fig. 10.17, a în raport 


cu punctul 7j este: M (Ps FQ) ml. 


arată că: valoarea momentului unui 
din acel plan este egală 
este paralel 


1 grupu 
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Se vede că trecînd de la un punct la altul si schimbind si grupul de 
forțe, se modifică în general atît segmentul m cît şi distanța polară H, 
la fel ca si în expresia directă Rd. 

Interpretarea de mai sus are însă avantaje în cazul forţelor paralele 
în același plan (care este un caz cu multe aplicaţii tehnice), aşa cum se 


Fig. 10.18 


vede în fig. 10.18, deoarece poligonul forțelor este alcătuit dintr-o singură 
dreaptă, asa că distanța polară H este aceeași pentru orice grup de forte. 
Ín acest caz, toate segmentele s sînt paralele cu direcția comună a forțelor 
paralele. 


Din fig. 10.18 rezultă: 
N (F,, F,, Fj)—nH; Nfs, F, Fj—m'H. 


" Ín aceste expresii, H este acelaşi şi numai m variază, ceea ce permite 
ca din compararea directă a segmentelor m să se deduci variaţia momen- 
telor forţelor paralele, 

Scări. Rezultatele construcțiilor grafice tre! 


care să reprezinte mărimile diferitelor elemente, 
scărilor. i 


buie interpretate prin cifre 
Aceasta se face cu ajutorul 


„Astfel se alege o scară pentru lungimi: 1 em de pe desen reprezintă 
4 unităţi de lungime din natură, de exemplu, a metri. Apoi l em de 
pe desen reprezintă f unităţi de forţă din natură, de exemplu f tone-fortà . 

Pentru momente, scara rezultă diu expresia M=mH, unde distanfa 


polará p poate fi măsurată la scara forţelor, iar segmentul we la scara 
lungimilor sau invers, 


Pentru cazul forțelor paralele, unde Æ rămîne constant, se poate de- 
duce și o seară a momentelor, care să evite efectuarea produsului pf la 
evaluarea ficcărui moment. Pentru aceasta se observă că cele spuse se pot 
serie astfel; 


AM (Qna) m (Hf) Ut m(afH) Mm. 
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Aceasta Înseamnă că un centimetru de pe segmentul m din desen 
reprezintă a/H tfm în natură, ceea ce constituie chiar scara momentelor. 
Astfel, dacă un centimetru de pe epură reprezintă 5 m din natură (a—5 m) 
si 1 em de pe epură reprezintă 4 tf (/=4 tf), iar distanţa polară este 6 cm 
(H=6 cm),atunci 1 em de pe segmentul m reprezintă a/H —6 - 4 -5=120 tf- m. 


Scara lungumlor 
[4 10 


X w 3 w 5 
Scara fortelor — metri 
z AER w w 
> ; =. = 2 /oge -Forfá 


cara momentelor 


A Ü 200 200 A 400 71000 
- - = ope -'arfd«merri 


Fig. 10.19 


De obicei scara pentru lungimi, forţe şi momente, se reprezintă grafic 
pe desen ca în fig. 10.19. 


C. DETERMINAREA GRAFICĂ A REACȚIUNILOR 


$ 12. Generalităţi. Construcţiile grafice analizate pot fi folosite şi 
pentru determinarea reacfiunilor unui solid supus la un sistem de forţe 
în acelaşi plan și cu legături în planul forțelor. În acest caz, pentru fixarea 
solidului, sînt necesare și suficiente trei legături simple care pot fi: o arti- 
culatie si un reazem simplu a cărei dreaptă de suport să nu treacă prin 
articulație, trei reazeme simple ale căror suporturi să nu fie concurente 
sau paralele, o încastrare. Mai departe se dau unele cazuri curente de deter- 
minare grafică a reacfiunilor. 


'$ 13. O articulație si un reazem simplu. Din punct de vedere al con- 
Strucfiei grafice se pot ivi diferite cazuri. EM 

a) Solidul este acționat de forte paralele cu suportul reacţiunii din rcazc- 
mul simplu. În acest, caz din cond ile de echilibru rezultă că reacţiunea din 
articulaţie este şi ea paralelă cu forțele și reacţiunea din reazemul simplu, 
deci sînt cunoscute suporturile ambelor reacţiuni. : 

În fig. 10.20, a, solidul articulat in A si simplu rezemat în B este 
acţionat de forţele F,, Fa m 
simplu B, Reacţiunea V4 din A este de asemenea paralelă cu forțele F si 
eu V jy, Deci, sistemul de forţe paralele P, FaFa Vasi Vy trebuie 
in echilibru, adică pe cale grafică, poligonul forțelor şi poligonul fun 
trebuie să fie poligoane închise, Se construieşte poligonul forțelor FB, 
(fig. 10.20, b), se due razele polare 0, /, 2, 3 dintr-un pol arbitrar O si 
se construieşte poligonul funicular 0", L’, 9, J', Pie A’ intersecția lui 0^ 
cu suportul lui Vu şi B’ intersecția lui d” eu suportul lui Fp. Prin A’ 
trebuie să treacă latura de poligon funicular din stinga lui Fa, iar prin 8’ 


F, paralele cu suportul reacţiunii V g din reazemul 
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latura de poligon din dreapta lui V p. Acestea vor fi prima, respectiv ultima 
latură de poligon funicular al sistemului de forţe în echilibru Va, Fi, Fo, Fy, 
Vg. Dar aceste laturi trebuie să se suprapună (poligonul funicular închis); deci 


Fig. 10.20 


dreapta A'B' va fi prima și ultima latură a poligonului funicular închis. 
Aceasta este notată cu 0” și poartă numele de latură de închidere a poli- 
gonului funicular. Din polul O se duce raza polară 0 paralelă cu Ọ si se 
determină astfel cele două reacțiuni V 4 și Vp care închid poligonul forțelor. 
În fig. 10.20, a, Va 0' şi 0' sint concurente, deci in fig. 10.20, 5, Fa 
0 si 0 trebuie să formeze un triunghi închis. Astfel, se determină care 
dintre reactiuni este V 4. 


Fig. 1021 


Dacă forțele acţionează si în af 
î i 2 ^ rn 1 1 x M * 3 
în fig, 10.21, unde £, este în dreapta Iui 2, trebuie să se observe că linia 
de închidere 0' trece prin A’ şi D, unde B’ este intersecția suportului 
lui Vp cu latura 4' din dreapta lui 2m 


ara intervalului dintre reazeme, ca 
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Observație. Aceeaşi construcție grafică se obține dacă se determină mai întîi 
rezultanta forţelor care acţionează solidul si apoi se descompune această rezultantă după 
suporturile reacţiunilor din 4 şi B. Cele două componente cu semn schimbat sînt reactiu- 
nile Va şi Va. 


LÀ 
Fig. 10.92 


b) Solidul'este acționat de forţe de direcții arbitrare. Cazul cel mai simplu îl 
constituie acela în care solidul este acţionat de o singură forță F (fig. 10.22, a). 
În acest caz, suportul reacţiunii din reazemul simplu B fiind cunoscut, 
se determină punctul C unde Rpg întîlnește pe F. Pentru echilibru trebuie 
ca reacţiunea R4 din articulația A să treacă şi ea prin C. Deci, AC este 
suportul reacţiunii din A. Reacfiunile R4 si Rpg se obțin din închiderea 
poligonului forțelor (fig. 10.22, b). 

Dacă solidul este acționat de mai multe forțe, se poate afla rezultanta 
forțelor şi apoi se procedează ca în fig. 10.22. În cazul cînd punctul C nu 
intră în cadrul desenului, se procedează aga cum se arată în fig. 10.23. Con- 


Fig. 10.23 


diţiile de echilibru grafie sint: poligonul forţelor închis şi poligonul funi- 
cular închis, Se cunosc suporturile forţelor date și ale reacţiunii Rg din 
reazemul simplu 3. Nu se cunoaște însă suportul lui Ra din articulația A. 
n orice caz, A este un punct al acestui suport, de aceea poligonul 
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funicular corespunzător polului arbitrar O din fig. 10.23, b se începe astfel 
ca latura 0' să treacă prin A. Punctul A este deci un punct al liniei de 
închidere a poligonului funicular, iar punctul B’ unde latura 4' întîlneşte 
suportul cunoscut al reacţiunii din B, este al doilea. Dreapta AB” este 
linia 0' de închidere a poligonului funicular. Din polul O se duce 0 paralelă 
cu 0', iar din D (extremitatea lui F,) se duce paralela la Rp. Se determină 
astfel punctul E. 

În fig. 10.23, a, Ru, Ọ şi 4' sînt concurente, deci în fig. 10.23, b cle 
trebuie să formeze un triunghi ODE. Deci, DE este Rp. Pentru a închide 
si poligonul forţelor, se unește E cu C care va determina pe R4. Semnele 
lui Xp şi R 4 se deduc parcurgind poligonul forțelor CDEC în același sens. 

$ 14. Trei reazeme simple. Suporturile reacțiunilor din cele trei reazeme 
nu sînt concurente sau paralele. În acest caz, problema este posibilă si static 
determinată. Dacă solidul este acționat de o forță F, problema revine la a 
descompune o forță după trei suporturi neconcurente în plan, așa cum a fost 
arătat, in fig. 10.13 şi 10.14. În fig. 10.24, a, solidul acţionat de forţa F 
este simplu rezemat în A, B şi C. Punctul D este intersecția suporturilor 
reacfiunilor din A si C, iar punctul E este intersecția lui F cu suportul 
reacţiunii din B. În fig. 10.24, b din extremităţile lui F se duc: paralela 
la Rp și D'E', paralelă cu DE; apoi din extremităţile lui D'E” paralele 
la suporturile reacțiunilor din C si A. Parcurgínd în acelaşi sens poligonul 
forțelor din fig. 10.24, b se determină sensurile reacțiunilor Ru, Rc, Re. 

Dacă solidul este acționat de mai multe forțe, se construieşte întîi 
rezultanta lor şi apoi se aplică construcția din fig. 10.24. Dacă solidul 


este acționat de un cuplu, se repetă construcția din fig. 10.24 pentru fiecare 
dintre forțele cuplului. 


Vig. 10:21 


$ 15, Determinarea eforturilor în barele unei grinzi cu zăbrele plane 
(sistem articulat) pe cale grafică (metoda Maxwell-Cremona). Metoda cea 
mai întrebuințată este metoda separării nodurilor, cunoscută sub numele 
de metoda poligoanelor reciproce, sau metoda Maxwell- Cremona şi consti- 
tuie o aplicaţie a condiţiilor deechilibru a forţelor concurente pe cale grafică. 
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Izolind un nod al sistemului articulat, forța exterioară din nod si 
eforturile din barele care pleacă din acest nod alcătuiesc un sistem de forțe 
concurente în echilibru. Aceasta înseamnă că poligonul de forţe corespun- 
zător acestui nod trebuie să fie un poligon închis. Direcţiile tuturor forţelor 


E 


f) 
Vig. 10.25 


fiind cunoscute, înseamnă că în nodul respectiv pot fi determinate prin în- 
chiderea poligonului de forţe numai două eforturi necunoscute. Deci, sepa- 
rarea nodurilor începe de la un nod în care sînt numai două eforturi necu- 
noscute sí apoi se caută succesiv noduri în care să apară numai cîte două 
necunoscute. 


Scanned with CamScanner 


AM A JA 


254 STATICA 


Grinda cu zăbrele (ferma) din fig. 10.25 nu are, la prima vedere, nici 
un nod cu numai două necunoscute, dar ea, în ansamblu fiind un solid 
geometric nedeformabil, permite sá se determine reacfiunile V, si V, din 
echilibrul general, fie pe cale analiticá fie pe cale graficá cu ajutorul unui 
poligon de forțe si a unui poligon funicular, așa cum s-a arătat anterior, 
Construcţia grafică pentru determinarea reacfiunilor V, şi V; nu a mai fost 
reprodusă în fig. 10.25. Operația de separare a nodurilor poate începe fie 
de la nodul 7 fie de la nodul 7. Obișnuit se începe de la nodul 7. 

, V, fiind cunoscut se exprimă cá nodul 1 este îu echilibru sub acțiunea 
lui Va, Ni— $i Nos. Se construieşte deci triunghiul forțelor din fig. 10.25, b, 
iar semnele lui Ni, şi Nis sînt determinate din condiția de închidere a 
triunghiului forțelor. S-au determinat astfel eforturile în, barele nodului 7. 
Se vede că efortul N,—,, în nodul 1 apasă pe nod, deci este o compresiune, 
pe and Niz trage de nod, deci este o întindere. Se pun săgețile respective 
pe fig. 10.25, a. 

. Totodatá efortul de compresiune din bara 7—2 apasă şi in nodul 2, 
iar cel de întindere din bara 7—3 trage si de nodul 3 şi se pun săgețile cores- 
punzătoare în nodurile 2 şi 3. : 

Acum se poate trece la echilibrul nodului 2 căci, finind seama că Np; 
este cunoscut, rămîn necunoscute numai N-a Și Ne-a. 

" in fig. 1025, c, este reprezentat poligonul închis al forțelor nodului 2. 
er ia astfel eforturile în bara 2—4 (compresiune) şi 2—3 (com- 

Vedem acum că se poate trece la nodul 3 unde N;.., si Nọ- sînt cunos- 
cute, iar necunoscutele sint Nys si Naso. Poligonul fenis pere 
condiţia de echilibru a nodului 3 este reprezentat în fig. 10.25, d, de unde 
Pet fure Na şi Peso embolo intinderi. Se poate trece acum la 

a nodurile 5, 6 si struindu-se iecare cite 
ux pol de forie ip şi 7, construindu-se pentru fiecare nod cite 

Se observă că fiecare efort a e î ă i i 
ick dm Dex Re dA n apare în două poligoane, deoarece fiecare 

Aceasta îngăduie ca poli; ă iecărui 

a t goanele corespunzătoare fiec: să se 
Me un lingă altul, astfel încît în loc să = desiere. de dol a deus 
or Pic Lid o singură dată, dar să se parcurgă de două ori in sen- 

nea construcția din fig. 10.25, e, în modul următor: 

e construi întâi i E P a 1. - 
asinis P rix întîi poligonul forţelor P, P, şi apoi se determină 
le V, si V}, de obicei pe cale grafică, care se aşeză pe poligonul 
foral Pa, Pa. Poligonul P, P}, Va, V, este închis sânii 

e pornește de la esenfnd:directille tu ordinea f. inti 
iini Pee d n nodul 1 desenînd direcțiile în ordinea în care le intil- 
asta 1^ jar E ies ceasornic, Rezultanta forţelor exterioare în nodul / 
pl t Br mes gene A d în sens orar este 7—2, deci priu extremi- 
perds 1 paralela la Nis, iar prin originea lui V, paralela la 1—3. 
stfel s-au determinat N, ,si N, ,cu semnele respecti je S ce acum 
la nodul 2. Prima forță cunoscută i sens or Feepeetivesie (rece due 
in SUE inverse. de aceea BS f | 4 Sens orar este N, »areursá acum 
> a se inseamnă cu două săgeți în acest sens nou de 
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parcurgere. A doua forță întîlnită este P,. Se observă că ea este aşezată 
de la sine în extremitatea lui Nos. A treia direcţie întîlnită în sens orar 
este 2—4, deci din extremitatea lui P, se duce paralela la 2—4 şi ultima 
direcţie se duce din originea poligonului, adică din originea lui Na para- 
lelă cu 2—3. Parcurgind în continuare Nos, Pa, Nga $i N-a se găsesc si 
semnele eforturilor N,.., si N,. ,. Se trece apoi la nodul 3 şi așa mai departe, 

Pentru urmărirea uşoară a epurei se obișnuiește o notație specială 
(notația Bow) care provine din observaţia că fiecărui nod din fermă îi 
corespunde cite un poligon închis pe epura eforturilor, iar fiecărui poligon 
închis de pe fermă îi corespunde un punct de intersecție al laturilor res- 
pective pe epură. Pentru aceasta se consideră că atît barele cit si forţele 
date si reacfiunile de pe fermă sînt laturi de poligoane, iar regiunile dintre 
forţele paralele se consideră închise la infinit. Asemenea figuri se numesc 
Jiguri reciproce şi de aceea metoda se mai numește metoda poligoanelor reciproce , 

Se notează intervalele de pe fermă cu literele m, 71,p,q, r,s, l, u gi v. 
Atunci in epura eforturilor aceste litere apar în vírfurile poligoanelor de 
forțe cum se vede uşor în fig. 10.25, f. Orice efort sau forță din epură se 
notează cu literele de la capete, iar pe fermă, bara sau forța respectivă se 
găseşte între aceste litere, De exemplu, N, , 8e va numi acum z, p, căci 
pe fermă se găseşte între s $i p, iar pe epurá s si p sînt capetele efortului 
N-a; la fel P, este n, g. 

Pentru ca epura să se determine uşor şi corect este necesar ca direc- 
fille pe epurá să fie duse în ordinea în care se întîlnesc pe fermă într-un 
anumit sens (de exemplu sensul acelor de ceasornic). Astfel, în nodul 2 
bara 2—3 se citeşte 7p şi are sensul de la r spre $, iar în nodul 3 se citește 
pr şi are sensul de la f spre z. În această notație nu mai este nevoie să se 
deseneze săgeți, căci sensurile eforturilor reies direct din citirea literelor. 
Efortul gr apasă în nodul 2 și 
efortul rg apasă în nodul 4. 
Este deci efort de compresiune. 
Construind epura pînă la capăt 
se observă că atunci cînd se 
ajunge la ultimele două noduri 
6 $i 7 nu mai apar cîte două 
necunoscute, ci într-un nod o 
singură necunoscută, iar în ce- 
lălalt nici una, Avem deci un 
mijloc de control al construc- 
fiei grafice, căci poligoanele 
ultimelor noduri trebuie să 
se închidă de la sine, Dacă 
aceasta nu se întîmplă, rezultă Fig. 10.96 
că s-au produs erori în con- 
strucțiile grafice, și construcția trebuie reluată pînă cînd poligonul se închide. 

Aceste posibilităţi de verificare provin diu faptul cá reactiunile TV, şi 
V, au fost determinate pe altă cale $i apoi au fost folosite in epurá deci 
rămîn ecuaţii de echilibru ale nodurilor, care pot servi la verificare. Dacă 


CI 


< 
> 
3 


6) 
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însă se determină eforturile numai din echilibrul nodurilor, fără să se folo- 
scască vreo relație suplimentară, adică dacă nu este necesar să se deter- 
mine reacțiunile în prealabil, așa cum se întîmplă în cazul din fig. 10.26, 
atunci nu apare verificarea de mai sus. 


$ 16, Caleulul gratie al momentelor statice. Dacă într-o serie de puncte 
Ap Aa Ay An din același plan se găsesc concentrate masele LITE PE ER 
„> Mu Şi În acelaşi plan se consideră o dreaptă A, momentul static al acestor 
mase în raport cu dreapta A este 

S= mad mada mads4- t + mud n, 
unde d, dy, dyp ss: du sînt distanțele de-la fiecare dintre masele con- 
centrate la dreapta A. 

Calculul grafic al momentului static S este în acest caz identic cu 
calculul momentului în raport cu un punct oarecare de pe dreapta A al 
unui sistem de vectori F, F, F}, ..., Fu paraleli cu dreapta A, de acelaşi 
sens, proporționali cu masele m4, Mg, ..., Mp $i aplicaţi în punctele 4,, 43, 
As; a An g 

3 Aceasta se realizează cu ajutorul unui poligon de forțe şi a poligonului 
funicular respectiv, așa cum se vede în fig. 10.27. Pentru cele patru mase m,, 
m, mz, m, din fig. 10.27, a s-au construit patru vectori F,, F}, Fa, F, paraleli 
cu dreapta A, față de care trebuie calculat momentul static. Se construieşte 
poligonul vectorilor (forțelor) din fig. 10.27, b cu un pol arbitrar O. Cu 
ajutorul razelor polare respective se construiește poligonul funicular 0'1'2'34', 
Valoarea momentului vectorilor F,, F}, F;, F, în raport cu un punct oare- 
care de pe dreapta A este Hm unde H este distanța polară din fig. 10.27 ^, 
iar m este segmentul BC interceptat pe dreapta A de prima şi ultima latură 
de poligon funicular. Deci momentul static al maselor m, my, My, m, iu 
raport cu dreapta A este S=Hm, unde, așa cum s-a arătat mai înainte, 


H se măsoară la scara vectorilor F, iar s la scara lungimilor. Dacă un cen- 


timetru de pe desen reprezintă a metri din natură, iar un centimetru de pe 
desen reprezintă f unități de vectori F (adică de fapt f unităţi de masă) 
atunci 5 poate fi măsurat direct prin segmentul m, dacă se adoptă o s 
pentri Sastfel ca un centimetru de pe m să reprezinte a/H unități de moment 
static. N 

$ 17. Centrul maselor (centrul de greutate), Centrul maselor coin- 
cide cu centrul vectorilor paraleli m. Îi Fa UL nu se schimbă cînd 
vectorii paraleli F,, Fy, ..., Fu se rotese în jurul punctelor Ap, Apoo An 
rămînînd paraleli, Iste suficient deci să se determine suportul rezultantei 
vectorilor paraleli F, Fy, ..., Fn pentru două direcții diferite. La inter- 
secția celor două suporturi se va găsi centrul maselor (centrul de greutate). 
În fig. 10.27, a prin punctul de intersecţie D al primei şi ultimei laturi 
de poligon funicular se duce paralela la dreapta A şi aceasta va reprezenta 
suportul rezultantei. 

Se rotesc apoi vectorii Fj, Fy, în jurul punctelor de aplicaţie A 
As, Ag, A, pînă ajung paraleli cu o altă direcție A, şi pentru această direc- 


— M 
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fie cu un nou pol O, (fig. 10.27, c) se construieşte un nou poligon funicular 
0j, 1; 2; 3; 4; care determină punctul X de pe noul suport al rezul- 
tantei. Cele două suporturi se întîlnesc în G care este centrul maselor m, 
Mg, Mg, Mys i 

Prin această metodă se poate determina centrul de greutate al unei 
figuri plane pe cale grafică, asa cum este exemplificat in fig. 10.28. Prin 


Vig, 1027 


drepte paralele cu o direcţie arbitrară se descompune suprafața îutr-o serie 
de suprafețe mai mici, ale căror arii si centre de greutate să se poată 
determina uşor si destul de exact (triunghiuri, dreptunghiuri, trapeze). 
Tie A, As, As, A4, Ag aceste arii și Cu, Ca, Ca, Cu C centrele lor de 
greutate (fig, 10,28, a), Se determină centrul de greutate C, repetind con- 
strucția deserisă în fig. 10.27, eu ajutorul a două poligoane funiculare 
construite cu polii O (fig. 10.28, b) si O, (fig. 10.28, c). 


isiruiesc cu aceeași dis- 


Observaţie. Dacă cele două poligoane funiculare - 
g. 10.28, d, prin rotația ei 


tanță polară 7, atunci fig. 10,28, c, se poate obţine direct din 


17 — Mecanica teoretică 
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iul æ. În acest caz, toate laturile poligonului funicular 0, 1, 2; 3; di sînt rotite cu 
ayana de laturile funicularului 0^ Por 3'4' 5*. Dacă a este unghiul laturilor unui 
echer, nu mai este nevoie să se deseneze fig. 10.28,c şi ambele poligoane funiculare se 
desenează concomitent trăgînd laturile 0’ şi 0;, 1' si 74 etc. pe cele două laturi ale echerului. 
Pentru determinarea grafică corectă a lui C, unghiul a este bine să nu fie prea ascuţit. Se 
recomandă ca œ să fie de 90°. De multe ori, pentru «.—90?, suporții vectorilor pentru una 


Fig. 10.28 


dintre direcții sint foarte apropiaţi, cum ar fi fost în fig. 10. 


de obicei îs 28, şi, in acest caz, se alege 
le obicei a=45°, 


Altă construcţie grafică pentru determinarea centrului maselor (cen- 
trului de greutate) pleacă de la relația vectorială 
Enri, 


unde M=m, ma "= Ym este masa totală a sistemului de puncte iu 
același plan cu' masele individuale My, Ma, sey Mn; Tp, Fas ce Fn Sint vec- 
torii de poziție de la originea (polul) O la masele m,, m, ? 
vectorul de poziţie de la aceeași origine (pol) O la « 
Astfel, pentru aflarea centrului de greutate al liniei omo 
se împarte aceasta într-o serie de segmente ale căror mase Hy Mg, His, Hay Dt 
se concentrează la mijlocurile segmentelor si se unesc aceste puncte cu un 
punct arbitrar din plan O care defineşte vectorii de poziţie 74, ra, 73, Tas Ta: 


Mon my +m: 


«Mn, iar p este 
a centrul maselor C. 
gene din fig. 10.29, a, 
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În fig. 10.29, b, se construieşte poligonul vectorilor wr, "ys etc. care 
începe în A si se termină în B. Latura AB este rezultanta lor si conform 
formulei de mai sus este chiar Mo. Din O se duce paralela la AB. Pe acea- 
stă dreaptă se găseşte centrul de greutate C, la distanţa p—OC de O, care 
se obține împărțind pe AB din fig. 10.29, b, la masa totală M. 


8 3 
Imsls 
P 
maf3 
Mg 
mfe 
\ mi 
A b 


Fig. 10.29 


Acest procedeu este mai economic din punct de vedere al desenului 
decît cel descris anterior, dar în practică se întrebuințează mai rar, deoarece 
determinarea vectorilor m;7; necesită atît evaluarea' lui m; cit şi a vec- 
torului de poziție 7; apoi înmulțirea lor, pe cînd în procedeul anterior 
se evaluează numai masele mm. 

$ 18. Compunerea forțelor concurente în spaţiu. Un sistem de forțe 
concurente în spaţiu se reduce la o rezultantă care trece prin punctul de 
concurență sau este echivalent cu zero. 

Rezultanta se determină cu ajutorul unui poligon de forţe în spaţiu, 
analog poligonului de forte din plan. Pentru determinarea grafică se folosesc 
mijloacele geometriei descriptive, proiectind sistemul de forțe pe două 
plane perpendiculare: orizontal şi vertical. 

Proiecţiile poligonului de forţe din spaţiu pe cele două plane vor fi 
două poligoane de forţe plane alcătuite din proiecţiile forţelor pe aceste plane. 

În fig. 10,30 forțele Fj, FS, F, concurente în O sint reprezentate 
în cele două plane de proiecție concurente în proiecţiile O’ şi 0”. 

Dintr-un punct arbitrar (4', 4”) se construiesc poligoanele de forțe 
în cele două plane cu proiecţiile forţelor obfinindu-se punctul (B^, B”).R'= 
=4B şi R'"— 47 B" reprezintă proiecţiile rezultantei forțelor Fp oF 
Poziţia ei este determinată de punctul (0”, 0"). Mărimea reală a rezul- 

, tantei se află prin metodele geometriei descriptive. În fig. 10.31, a se arată 
metoda rotirii în jurul unei axe verticale care ne duce la valoarea re àc' d'y 


P 
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iar în fig. 10.31, b este arătată metoda diferenței de cote care ne duce 
la valoarea reală c''d^,. 


Observație, Din compunerea forțelor concurente rezultă că dacă poligonul de 
forțe este închis, adică în fig, 10,30, punctul (4*, A”) coincide cu (B', B^) rezultanta siste- 
mului de forţe este nulă si fiind vorba de forţe concurente, rezultă că forţele sint în echilibru, 


RA 
rà 


Fig. 10.31 


Deci, condiţia grafic: 


5 de echilibru à forte 
de forţe închis, 


lor concurente în plau și în spaţiu este: poligon 
$ 19, Deseompune 
rente pe forţă, Aceast 
care să aibă muchiile 
fie diagonala lui, 


wei forţe după trei suportur 
revine teoretic la 
paralele cu cele 


i necoplanare concu- 
a construi un paralelipiped, 
trei suporturi şi în care forța dată să 


nad 


» 
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Pentru obținerea grafică a celor trei componente se recurge la două 
plane de proiecţie. 

Dacă se pot alege planele de proiecţie astfel încît pe unul dintre ele, 
două suporturi să se proiecteze după aceeași dreaptă, construcţia grafică este 
foarte simplă, asa cum se arată în fig. 10.32, unde (07, O"') reprezintă pro- 


Fig. 1032 


iecfiile lui O pe cele două plane, vertical şi orizontal. În planul vertical 
direcţiile A, şi A, se proiectează după aceeași dreaptă Aj, A;. În planul 
orizontal suporturile A,, A, A, se proiectează in Ar, Aş, Aş. Forţa exterioară 
R din O are proiecţiile R* si R” pe cele două plane. Epura se începe în 
planul vertical unde poligonul de forțe din spaţiu, cu patru laturi R, Fo 
Fa, Fa, se proiectează după un triunghi deoarece F, şi F, se proiectează 
după aceeași dreaptă. Din extremitățile lui R’ se duc paralele la A4 şi A; 
şi în triunghiul astfel format F; este determinat. În planul orizontal prin 
extremităţile lui R” se duc paralele la Ai și Aş. Cu ajutorul lui Î din 
planul vertical, se determină prin proiecția lui 4' în A” mărimea F4 si 
din extremitatea acestuia se duce paralela la A” care prin intersecția cu F1 
în B” determină mărimile lui Fz şi F7. Ridiciud pe B” in B' (în planul 
vertical) se determină J} si F4. Sensurile forţelor Fi, Fy, P; se determină 
Prin parcurgerea poligoanelor de forţe în cele două plane de proiecție de la 
origine spre extremitatea lor (R', R”);. i - 

Dacă se alege unul dintre planele de proiecție ca mai înainte $i în 
fiecare dintre cele două plane cele trei forţe se proiectează după drepte 
distinete, se indică două procedee; 
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În primul se interpretează grafic metoda generală: prin suportul forței R 
şi a uneia dintre direcții A, se duce un plan, iar prin celelalte două direcţii 
A, şi As alt plan, Cele două plane se intersectează după o dreaptă OA. În 
planul (R, A,) se descompune R după A, și dreapta OA, iar în al doilea 
plan (As, A) se descompune componenta de pe OA după A; și As. 


Fig. 10.33 


În fig. 10.33 este indicată această construcție. Dreapta (/) reprezintă 
urma orizontală a planului (R, A,), iar dreapta (II) reprezintă urma ori- 
zontală a planului (A, Aj). Punctul A” unde se întîlnesc cele două urme 
() şi (11) este punctul unde dreapta de intersecție a planelor (R, A,) si 
(A, Aj) infcapá Planul orizontal. Punctul A’ se va găsi deci pe linia de 
pământ şi O A", O''A'' reprezintă dreapta de intersecție OA. Se descom- 
pus n fiecare plan proiecția forței R după proiecţiile dreptelor A,, si 

A, iar apoi, componenta după OA se descompune după proiecţiile drep- 
telor A, și Az. Sensurile forţelor Fi, F,, F, se obţin prin parcurgerea poli- 
goanelor de la origine spre extremitatea lui R, 

i Procedeul este simplu, dar de multe ori dreapta OA este greu de deter- 
minat, prin faptul că necesită intersecții care ies din cadrul epurei. De 
aceea este mai practic procedeul următor, indicat în Fig. (10.34). 

, A, Prin extremităţile lui R’ si R” se duc paralele la Aj şi Aj respectiv Af 
şi A4. În planul orizontal se duce o paralelă A” B” la dreapta A Punctul B” 
se raportează în B’, de aici se duce paralela la Aj, din A”, verticala care 
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determină pe A’. Punctul A” nu se va găsi, în general, pe F5, deci poziţia 
A"' B" nu este cea justă, Dacă vom lua o altă dreaptă A” B” paralelă cu F,’ 
vom găsi un alt punct A”, Se observă că patrulaterul 4''B'^B'A' se defor- 
mează, astfel încît toate laturile sale rămîn paralele, iar trei virfuri A'', 
B'' si B' se deplasează pe trei drepte, deci în baza teoremei care a fost sta- 
bilită mai înainte, al patrulea 
vîrf A” se va deplasa şi el pe o 
dreaptă. Pentru a determina o 
a doua poziţie a punctului A’ 
se porneşte de la o nouă poziție 
pentru A'"B” paralelă cu A$. În 
figură s-a luat pentru această po- 
ziție chiar punctul de intersec- 
fie Af al lui Fi cu Ff. Punc- 
tul Bf se confundă cu 41. Acest 
punct se ridică pe verticală în A 
pe dreapta Fi. În A! se găseşte 
şi Bi. Dreapta A'Ai intilneste 
dreapta F3 în punctul 42. Din 4$ 
se duce 44B; paralelă cu F}. 
Proiectind 45 în Aş pe Fi si B 
in Bj pe F( vom găsi dreapta 
43B}, care pentru verificare, tře- 
buie să fie paralelă cu F2. În 
modul acesta au fost determinate Fig. 103 
componentele (Fi, Fi), (F4, F2) 

si (Fá, F3). Sensurile se obțin din urmărirea poligoanelor de forțe în 
fiecare dintre cele două plane de proiecție. 


DN U.C e i NN 


E 


XI. APLICATIT ALE STATICIT 


$ 1. Generalităţi, Pentru a-și ușura munca, din timpuri îndepărtate, omul a realizat 
și folosit diferite dispozitive mecanice simple ca pirghia, troliul, seripetele, planul inclinat 
și şurubul, pe care apoi, în timp, a căutat să le perfecţioneze și să le folosească fie direct, 
fie în construcția diferitelor maşini şi instalaţii, 

Din punct de vedere mecanic, aceste dispozitive sînt solide rigide sau sisteme de 
solide rigide, supuse la două categorii de forţe: 

— forțe de acţionare, P (forle moloare); care caută să pună sistemul în mișcare; 

— forțe rezistente, Q, care se opun mișcării, 

Sistemul de forţe care acționează asupra acestor dispozitive trebuie să fie în echili- 
bru; în consecinţă, pentru rezolvarea problemelor care se pun, se pot folosi rezultatele sta- 
ticii teoretice, 
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Cu ajutorul acestor dispozitive, în genere, se pot invinge forțele rezistente Q, între- 
Duinţiud forţe de acţionare P mult mai mici. Uneori însă forța de acţionare este egală 
sau chiar mai mare decit forța rezistentă, În astfel de cazuri, dispozitivul respectiv îşi 
justifică existenţa şi utilizarea, fie prin posibilitatea de schimbare a direcţiei sau sensului 
forţei motoare, fie prin echilibrarea dispozitivului într-un mod mai convenabil din punct 
de vedere practic. 

“Toate dispozitivele mecanice care se studiază la acest capitol au un singur Brad de 
libertate. Calculul lor constă în studierea echilibrului lor, fie că sînt în repaus, fie că au 
o mişcare uniformă. 


În unele manuale, aceste dispozitive mecanice simple sînt numite „mașini simple“ 
În fond ele sint cele mai simple unelte folosite de om. 


A. PIRGHIA 


$ 2. P'irghia. Prin pirghie se înțelege un corp rigid cu un punct fix sau o axă fixă, 
acţionat de două forţe: o forţă motoare P şi o forţă rezistentă Q. Suporturile celor două 
forte sint conținute într-un plan normal pe axa de rotaţie a corpului si nu întîlnesc această 
axă (fig. 11.1). 

De obicei pirghiile sint alcătuite din bare drepte, cotite sau curbe. 


Din punct de vedere al poziţiei relative a axei O faţă de forțele P si Q pirghiile pot 
fi de trei categorii: : 


a) — de ordinul întîi (fig.. 11.1); 

b) — de ordinul al doilea (fig. 11.2); 

€) — de ordinul al treilea (fig. 113). 

Dacă se notează cu p braţul forței motoare şi cu g braţul forţei rezistente, ecuația de 


momente in raport cu axa de rotaţie, într-o primă aproximaţie, cînd se neglijează frecárile, 
este 


Pp—q—0, 
de unde si 


p. (11.1) 


P 


La pirghiile de ordinul întîi se poate întîlni unul dintre următoarele tre 

$-4, respectiv P=Q, cum este cazul balantelor cu braţe egale; 

P>9, respectiv P<Q, cazul general, pîrghia reprezentînd un dispozitiv care economi- 
seste forţele; 

f «4, respectiv P> Q, 

la pirghiile de ordinul al doilea p> q si deci întotdeauna P<Q. Aceste 
misind forţa motoare sint mult utilizate în co 
și transformarea mișcărilor, 


i cazuri: 


pirghii econo- 
mstrucţia mașinilor, precum si în transmiterea 


La pirghiile de ordinul al treilea p<g si deci întotdeauna P> Q. 


Dacă se ţine seama şi de frecarea din lagăr, ecuaţia de momente devine: 


PP —0q Nr 0, (11.2) 


în care s-a notat cu y, coeficientul de frecare 
fusului articulației, 
Modulul reacţiunii N este dat de expre: 


în lagăr, cu N modulul reacţiunii şi cu r raza 
sia 


N =V PF F2PQ cos a, (11.3) 
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prezintă dhiul à 
my plen unghiul dintre suporturile forţelor P și Q. Introducînd expresia lui N in 


Pp —Qq—yry P3 TQ T2PQ cos a 0. (11.4) 
În cazul particular cînd suporturile forțelor P si Q sînt paralele, «—0? și formula 
(11.4) devine uar 
dh pa oq 
P= o= 
Pour “op Mel 


Fig. 11.1 * Fig. 11.2 Fig. 11.3 


Comparînd formulele (11.1) cu (11.5) se vede că, prin considerarea frecării, raportul 


x se multiplică cu coeficientul 
1427 
i 
k= >1, 11.6 
m (11.6) 
? 


adică forța motoare P in acest caz este mai mare decit cea necesară în cazul cînd frecarea 


din lagăr ar fi neglijabilă, 3 
§ 3. Sisteme do pîrghii articulate. în cazul unei singure pirghii, raportul de demulti- 
plicare este dependent de lungimea braţelor ^ şi 9. 

Pentru a se obține rapoarte de demultiplicare mai importante se folosesc diferite gru- 
piri de pirghii, constituind sisteme de pirghii articulate. Acestea au o largă utilizare in 
construcţia mașinilor, a aparatelor de cîntărit, la frine, regulatoare etc. 
în fig, 11.4 este reprezentată schematic o presă cu genunchi, compusă din barele 
B,D, -= B4Ca BaDa, Abu dale Și AuM = dyM articulate ca în figură. 

Piesa superioară Zi are o mişcare de translație verticală, între ghidajele Gy. Ga, Punc 
tul M, articulat cu piciorul unei biele se deplasează sub acţiunea forţei P şi prin s mul 
de pirghii articulate produce barei Æ forţa Q, utilizată ca forță de presare, 


între P şi Q există relaţia (se neglijează frecárile) 
exci rs (1.2) 
tgo tg [i—1 


P= 
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Considerînd spre exemplu, P=2500 kgf, «=76°, p=82° se obţine o forţă de presare 
Q de 34 400 kgf. 

Un alt exemplu de pirghii articulate se vede la frîna cu doi sabofi, arătată în fig, 
11.5. Frina se compune din pirghiile 0,4, si OA articulate respectiv în punctele fixe O, 
şi Oa, capetele lor 4, şi A, fiind articulate prin intermediul barelor A,Cişi 4,C, cu pirghia 
cotită D O,C,C,, care se roteşte în jurul lui Op. De pîrghiile 0,4, şi O54, sint fixati în 
punctele B, si B, sabotii S, și S, care pot fi 2 
presaji asupra tamburului de frinare de rază A. 
R. Solidar cu acesta și coaxial cu el, este un 
al doilea tambur, de rază r, pe care este înfă- 
şurat un cablu, la capătul liber al căruia este 
atîmată sarcina Q. Dacă forţa P acţionează 


Fig. 114 Fig. 115 


in D, forţele de frecare F, si F, care iau naștere între sabofii S,, S, si tambur, mențin 
sarcina Q in echilibru. 

Condiţia de echilibru a pírghiei DO,C,C, este 

PL-(T,4- Tal, 
PL 

unde presupunem  7,— T, TE 

Pîrghia 4,0, este in echilibru sub acţiunea forţelor T, în Aş, Na si Fe=uNa în B, 

T, cos & H — Nh -uNsa—0. 


Pirghia 4,0, este în echilibru sub acțiunea forţelor 7, in Ap Na şi Fi=uN, in B, 
T, cos x H — Ny uN4a—0, 
Din relaţiile de mai înainte rezultă presiunile celor doi saboţi asupra tamburului 


N, 


NT M7 


* 


Aceste presiuni sînt diferite, Deoarece Fi=uN, Şi F= uN, rezultă că si frecările celor 
doi saboţi pe tambur sînt diferite, 

Pentru ca sarcina Q să fie menţinută in echilibru trebuie ca suma momentelor în raport 
cu axa O să fie nulă 


IH cosa IH cos a 


QreyR(N 4 N), Qro p TL cosa 


2l 


1 l 
um t3 zal 
de unde rezultă 

rih 
U RLHh cosa 


P=0 


Scanned with CamScanner 


APLICATII ALE STATICII 
267 


$ 4. Aparate de eintürit a) p, d 
o balanţă cu braţe egale este o dA ala airal 1 
de rotaţie este neglijabilă, din (11.1) rezultă " 


gale. Din punct de vedere al mecanicii, 
intii în care p=q, Dacă frecarea în axa 


P-Q. 


Calitățile unei balanţe sînt exactitatea ibi, 
« i sensibili 
Se înţelege prin exactitatea unci talant rare 
ei de a aroe Pronat perfect orizontal atunci cind plata- 
nele sînt neincürcate, sau cînd 
aote EREGHII ce. pe cele două platane sint 
Exactitatea unei balante se asi; i 
1 1 gură printr-o egali- 
tate a braţelor p si q şi prin redi 
de rotația [restored pu iai FN lucerea frecărilor in axa 
Se înțelege prin sensibilitatea unei balante proprie- 
tatea pe care o are de a-şi modifica poziția braţului Fig. 11.6 
atunci cînd în cele două platane sînt așezate greutăți 
diferite. Ca măsură a sensibilităţii se poate considera unghiul 0 de înclinare a brațului 
atunci oa diferența dintre cele două greutăți are o anumită valoare. i 
, Dacă se notează cu / lungimea brațului, cu P sarcina de un platan, cu P+AP 
sarcina de pe celălalt platan, cu G greutatea proprie a brațelor şi cu d distanța de Bs 
n cu o i la centrul de greutate al braţelor, ecuația de momente faţă de axa de rotație 
este (fig. 11. I : 


(P+AP)I cos 8— PI cos 0—Gd sin 0—0, (11.8) 
de unde se deduce 
tg a. PL, 
ui ] (11.9) 


Din expresia (11.9) rezultă că o balanţă este cu atit mai sensibilă, cu cit are braţele mai 
lungi, cu cît greutatea lor proprie G este mai mică gi cu cit centrul de greutate al braţelor 


situat sub axa de rotaţie, este mai aproape de această axă. à 
b) Cíniarul roman. Este din punctul de vedere al mecanicii, o pirghie de ordinul 
intii cu braţele neegale (fig. 11.7). Unul dintre braţe, OB, la extremitatea căruia se atimă 
platanul, are o lungime dată, În lungul celuilalt braţ poate aluneca un cursor de o anumită 
greutate P. Fie G greutatea braţului si a platanului gi O, centrul de greutate respectiv. 
În stare neîncărcată echilibrul are loc atunci cînd cursorul este aşezat în Ag. Ecuația 


de momente față de punctul O este 
i s È Gx 00,— Px 04,. (11.10) 


Cînd se aşază pe platan o greutate Q, 
pentru restabilirea echilibrului, este 
necesar să fie deplasat cursorul din d, 
în 4,. Ecuația de momente în noua 
situație este 


Gx 00,+0x OB— Px Ody. 


Comparind această relație cu (11.10) se 
deduce 


Fi X OB Px (04,4—04 ) = PX 444, 
Fig. 11.7 Q (04, D TRES 


i gimea A Ap. Această pro- 
a .11) rezultă cá greutatea Q este propo tionald cu lungimea Ado š 
2 Di sola P se dividi braul lung al cintarului in modul următor: pe platan se aşază 
tă, de exemplu de | kgf și se determină poziţia 4 1 corespunzi e 
p seed Erw =À atuncl diviziunile corespunzătoare greutăților de 2 kgf, 3 kgf te 
vor fi respectiv p “3 ete. Împărţind intervalele in părți egale, se pot determina diviziunile 


a iunilor de kilogramforță. N 
step tan peior Este alcátuit dintr-un sistem de pirghii articu. 


c) Cîntarul zecimal. i dri 
ci se in fig. 11.8. Pe pirghia DE este aşezată undeva, la dist 
tatea "b a ea 5. Această pirghie se sprijină in E pe un cuţit solidar cu P 


late dispuse aşa 
a d de extremi- 
îrghia FG. 
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alt cuțit. Extremitățile D i F ale celor două 


Pirghia FG se sprijină la rindul ei în G pe ce 
îrghii sint legate respectiv prin tiranții DB si FC de pirghia ABC care se sprijină în O, 
n extremitatea A este legat un platan pe care se aşază greutatea P. 

din ecuațiile de echilibru ale pirghiilor DE, FG 


Relația între P şi Q se stabileşte 
şi ABC. Rezultă 


Qx(DE-d) , Qxd o d „EG 

t pg ape %7 DE^ FG 
oc, E'G OB 

DA aj|on*(sz* FG -»J] 


Pentru ca rezultatul cintáririi să fie indepen- 


dent de poziţia greutății Q pe cintar, este ne- 
cesar să se anuleze coeficientul lii d, adică 


E'G OB 


3 ao. (11.12) 
Dacă este îndeplinită condiţia (11.12) atunci 
OB 
P-549 (11.13) 


Totul se comportă deci ca si cînd sarcina Q 
ar acţiona în B. Alegind O4 =10 OB rezu ltă 
Lg 
Pop 


Fig. 118 


Pe platanul cîntarului este necesar să se aşeze o greutate P de zece ori mai mică decit greu- 
tatea Q care trebuie cîntărită. De aici şi denumirea de cîntar zecimal, 


n. TROLIUL 


$ 5. Trollul. Troliurile servesc la ridicarea greutăților. Troliul simplu (fig. 11.9) se 
compune dintr-un tambur cilindric pe care este întășurat un cablu (sau un lant) care are un 
capăt fixat de tambur, iar de celălalt capăt atirnă sarcina Q ce trebuie ridicată. Tamburul 
are la extremități două fusuri care se rotesc în lagăre. Pe tambur se află fixată o roată 
la extremitatea căreia se aplică, tangential, forța motoare P. 
Notind cu r raza tamburului şi cu 
raza roții şi neglijind frecările in lagăre, rigi- 
ditatca cablului gi greutatea acestuia, ecuația ^ 
de momente in raport cu axa de rotatie se scrie Eà p 


PR-—Qr=0, de unde P=0% = (14) 


Dacă se ține seama de greutatea cablului, P 
atunci, notînd cu g greutatea sa pe unitatea [] 
de lungime şi cu 7 lungimea porțiunii de cablu ü 


care atírná, ecuația de momente devine 


PR—(Q--glr—0, de unde P- (Q44) j Vig. 119 
(11.18) 

Se observă că sarcina P variază cu lungimea 7 a cablului desfășurat, Pentru a menţine con- 
stantá sarcina P în timpul ridicării greutăţii Q, se utilizează un troliu cu tambur tronconic. 
În modul acesta, pe măsură ce greutatea Q se urcă (/ descrește) raza » creşte, astfel încît 
produsul (Q-I-q!)r să rămînă constant, Ca urmare: P—const. 

Un asemenea trolių se numește troliu regulator (fig. 11.10). 

Troliul cu ax vertical se mai numeşte si cabestan. 
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$ 6. Troliul. diferențial. Are tamburul format din două porţiuni cilindrice de raze 
diferite R si r (fig. 11.11). Greutatea Q cate trebuie ridicată este atitnatá de furca unui 
scripete mobil. Cablul, petrecut pe după scripete este infásurat în sensuri diferite pe cele 
două porţiuni de tambur. Cind troliul este rotit astfel încît cablul să se infágoare pe porţiu- 
nea de tambur de rază R, el se va desfășura de pe porțiunea de tambur de rază r. Deoarece 
Rr rezultă că porțiunea de cablu care se înfășoară este mai mare decit cea care se desfă- 
oară, deci greutatea Q se urcă. 

Neglijind frecárile şi rigiditatea firelor, tensiunile din firele troliului sint egale cu Q/2 
şi ecuația de momente faţă de axa troliului se scrie 


ri r- Ono, ae unde p 7g, (11.1) 


2 2 2l 


Fig. 11.10 Fig. 11.11 


Se observă că raportul dintre forţa motoare P și cea rezistentă Q este proporțional cu dife- 
renfa R—r a razelor celor două porţiuni de tambur. De aci și denumirea de troliu diferențial. 


€. SCRIPETELE 


$ 7. Seripetele, Scripetele este alcătuit dintr-un disc circular avînd pe periferia lui un 
şanţ, prin care trece um cablu (sau un lanţ). Axul scripetelui este prius într-o furcă care 
se termină cu un cârlig. B 

a) Scripetele fix (fig. 11.12). În acest caz, dacă se neglij 
firului, din ecuaţia de momente 


PR—QR-0, rezultă P=Q, (11.17) 


à frecárile și rigiditatea 


Dacă se (iue seama de frecarea în lagăre, ecuația de momente se serie 
PR—QR—y,Nr-0, 
unde p, este coeficientul de frecare în lagăre, y este raza fusului seripetelui, iar N este modu- 


lul reacţiunii din axă 
N=V PH-QUESPO cos a. 


În această expresie a este unghiul dintre suporturile forţelor P şi Q. In cazul cind cele 
două suporturi sint paralele N=P-+Q si rezultă ecuaţia de momente 


PR-QR—-pr (^ 10)—0, de uide p P Lt gy (11.18) 
è 


Scanned with CamScanner 


AM A AM 


210 STATICA 


În cele de mat înainte s-a presupus cablul perfect flexibil. În realitate el opune oare- 
care rezistență la încovoiere. Această rezistență este cunoscută sub numele de rigiditate şi 
ca se manifestă prin aceea că în regiunile BB, şi AA, în care cablul se infágoará, sau se 


1 
desfăşoară de pe scripete (fig. 11.13), curbura variază continuu, de la valoarea K pină la 


valoarea 0 (zero) și nu brusc, aga cum at fi posibil numai în cazul unei flexibilitáji per- 


Fig. 11.12 Fig. 11.13 


fecte. Ca urmare, cablul se apropie cu distanța e, de axa de rotație, în porțiunea in care se 
aplică forța motoare P și se îndepărtează cu distanța e, de aceeaşi axă în porțiunea în care 
se aplică forța rezistentă Q. Ecuația de momente se scrie în acest caz (fig. 11.13) 


P(R—e,)-Q(R+e,)— Nr =0. 


Dacă suporturile forţelor P si Q sînt paralele, N— P-LQ şi, din ecuația de momente, 
se deduce 
Retur 


AE R—a-ur 


Q. (11.19) 


Deoarece mărimile c,, e; şi r sint foarte mici, formula (11.19) se poate scrie iu mod 
aproximatiy 


r Ate, 2 
Jesi i ^ Q. (11.20) 


Notind p= fE ji kotjap EE, expresia forjel P se poate serie 
Pag. aren 


Deoarece k> 1 rezultă P>Q, Beripetele simplu are rolul de a schimba direcția de 
trausmitere a forţei, din care cauză se întrebuințează ca scripete de ghidaj, 
Valorile coeficientului A, în funcție de diametrul d al cablului se pot lua: 
1002 d? , 
2250,06 d* .. 


„0,06 d? pentru funii de etuepá; 
+ 0,09 d? pentru cabluri de oţel. 


b) Seripetele mobil. Seripete mobil este orice scripete al cărui ax este deplusabil. 
De axul unui astfel de scripete se poate atina sarcina de ridicat Ọ (iz. 11,14, a) sau se 
aplică forţa motoare P (fig, 11.14, b); în primul caz seripetele mobil serveşte pentru demul- 
tiplicareș forței motoare, iar în al doilea caz pentru. demultiplicarea vitezei de acţionare 
a sarcinii, 
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Să considerăm cazul general al scripetelui mobil pentru demultiplicarea forţei motoare 
(fig. 11.15), cu cele două ramuri făcînd între ele unghiul a. 
n acest caz din ecuaţia de momente în raport cu axa de rotaţie a seripetelui 


Pr— Tr=0 se deduce T— P, (11.22) 
g yt | d 
p b) 
? 
" â 
| g 
Fig. 11.14 
iar din ecuația de proiecție pe direcția forței Q 
Q-P cos Ž—T cos *=0 se deduce P=—2—. (11.23) 
Z 2 mier 
s 2 cos & 
în cazul cînd forţele P şi Q siut paralele (fig. 11.14, a) «—0 şi 
9 
=: (11.24) 


Scripetele mobil, spre deosebire de scripetele fix, permite să se ridice o greutate Q 
folosindu-se o forţă motoare P<Q. Comparind formulele (11.23) şi (11.24) se deduce că se 
utilizează cea mai mică forţă motoare posibilă în cazul a=0, adică atunci cind forța motoare 
este verticală, 

Dacă se fine seama de frecări și de rigiditatea cablului se poate utiliza formula (11.21) 
stabilită în cazul scripetelui fix, Rezultă 


b. T ,,, 50 T 
PehkT, P+T=9, de unde F Td ` (1123) 


§ 8. Sisteme de seripejl. a) Se poate alcătui un sistem de scripeti dintr-uu seripete 
fix şi un număr n de scripeti mobili, În fig. 11,16 se arată un astfel de sistem de scripeti 
cu 13. Notind cu T}, Tg, ..., Tn tensiunile din ramurile cablului care leagă între ei seri- 
petii mobili şi ultimul scripete mobil de seripetele fix si folosind formulele stabilite la 
paragraful precedent, avem 


"TU pua, M 
Ta 8 Ta ua 
k 
2a 


Tj 


Tn p Um PST, 


Tumulfind membru cu membru aceste egalitáfl, se deduce 
jn 


Pa HA 
qaa? 


(11.26) 
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în cazul cînd se neglijează frecările, 4-1 și formula (11.26) devine 


po. (11.27) 


Faptul că in expresia forței motoare numărul de scripeji n intervine ca exponent, a făcut 
ca acest sistem de seripeţi să fie numit uneori palan exponențial. ] 

b) Un alt sistem de scripeti este cel din fig. 11.17. El este alcătuit dintr-un scripete 
fix şi doi scripeti mobili. Relaţiile dintre tensiunile T,, Tg, ou Tn și forţa P se scrie apli- 


Fig. 11.16 


Fig. 11.18 


Fig. 11.17 


(b) 


cînd formula (11.25) 


k 


Ta Ta 


BesT,- Tea 


^ 
IFR’ 


Din acest şir de formule se deduce 


n 
Qi. UA pe ra ll p 


Ap Uo m 


Tensiunile” Qg, Qy, ..., Qn se vor serie aplicind for- 


mula (11.21) 


P-hQs Ty—hQy «ee Taka: 


Din aceste formule şi din cele precedente se deduce 


d dh 
D= P, Qi 7 P, 
(1+4)? o AY" 
Sr Pos Dap P 


Tinind seama cà 


870-0, Qu. 


după efectuarea tuturor calculelor rezultă 


e RES nt + AIE 


CAAH (11.29) 
av 


În cazul cind nu se ţine seama de frecări, A= şi for- 
mula (11,28) devine 


) 
P=- ea à (11.29) 


$ 9, Palanul (fig. 11,18). e wn sistem de 
seripeţi alcătuit diu două mutle, adică din două grupe 
de seripeți montate fiecare pe o furcă. Una 
dintre mufle „1 este fixă, iar de cealaltă B atîrnă 
greutatea, Un fir continuu legat de mulla superi- 
vară în C este petrecut succesiv peste seripeţii celor 
două mufle, La capătul firului acționează forța 
motoare P, 
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— Presupunind că fiecare muflă are n scripeţi si notind cu Ti T3, ..., Tan tensiunile 
din ficcare ramură a firului, rezultă 


PT, 1 
Din aceste relaţii se deduce 


PAR 
k 
$i, după efectuarea tuturor calculelor 
ip 
put AD s, (11.30) 
m 
Dacă se neglijează frecárile si rigiditatea firelor, formula (11.30) devine 
558. 
Bos (11.31) 


Palanul diferențial este utilizat in practică pentru ridicarea greutăților, folosindu-se 
îu ateliere sub numele de macara diferențială. 

El se compune dintr-un troliu A si un scripete mobil B (fig. 11.19). Troliul este 
format din două roţi de raze R și r, iar scripetele mobil are raza r}. Rofile au profil special 
pentru lanț, astfel încît, un lanț fără sfirșit este petrecut peste cele două roti ale trolinlui 
şi peste scripetele mobil. De scripetele mobil este atirnatá greutatea Q, iar forța motoare P 
acționează asupra ramurii b a lanţului, cînd voim să ridicám sarcina Q, sau asupra ramurii a 
a lanţului, pentru coborire. 

Notind cu T, şi T, tensiunile din lanț, din ecuaţiile de momente în raport cu axele 


Tin = Tyr, =0, PRA-Tyr— T, R—0, 


M II 


W 


Il 


Fig. 1119 Fig. 11.20 


kan g 
rezultă T 3 şi deci 
E] 

R 


IR V (11.32) 


P=- 
; ESI 
Raportul de demultiplicare depinde de diferenţa R—r a razelor celor două roţi ale 
troliului, motiv pentru care palanul a căpătut denumirea de diferențial. 


18 — Mecanica. teoretică 
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xai R-—r 
întrucit razele X şi r pot avea valori apropiate, raportul de demultiplicare —;7— 


poate atinge valori mici, astfel incit cu o forță motoare mică se poate ridica o sarcină 
mare. . 
i Exemplu. Să considerăm un palan diferenţial avind R=200 mm şi r= 180 mm, 
cu care voim să ridicăm o sarcină Q=1 000 kgf. 

Raportul de demultiplicare este 


R-r | 
2R 20 

Yolosind expresia (11.32) se găseşte P=50 kg. 

Palanul dublu este utilizat la mașinile de ridicat acționate mecanic (fig. 11.20). 

Cu ajutorul palanului dublu, sarcina Q este ridicată riguros după verticală, în timp ce, 
cu orice alt sistem de ridicare, sarcina are și o oarecare deplasare orizontală. 

Palanul dublu poate fi considerat ca două palane simple, care funcționează concomitent 
fiecare fiind încărcat cu Q/2. 

Caracteristica palanului dublu constă în faptul că ambele capete ale cablului sint 
fixate de tambur, ramurile ] si 4 sint trecute peste scripetii coaxiali S, si S, şi în conti- 
nuare, ramurile 2 si J trec peste scripetele 5, care are rolul de a egaliza lungimea celor 
două ramuri ale cablului, 


D. PLANUL ÎNCLINAT 


$ 10. Planul înclinat (fig. 11.21). Serveşte la ridicarea si la coborirea corpurilor. Se 
ştie că pentru a ridica cu viteză constantă pe verticală un corp de greutate Q este necesară 
o forță P—Q. Dacă același corp este insă ridicat pe un plan înclinat faţă de orizontală sub 
un unghi a atunci este necesară o forță P, paralelă cu linia de cea mai mare pantă si egală cu 


P=9 sina. (11.33) 
Această relaţie între forţa motoare si forţa rezistentă rezultă imediat, în cazul cînd se 


neglijează frecările, din ecuația de proiecţie pe direcția liniei de cea mai mare pantă a planului. 
Dacă se fine seama de frecări, ecuaţiile de echilibru, în cazul limită, devin 


P—Q sin a—uN=0, N—Q cos a=0, 
din care se deduce 


—Qlsi sitet), 

P-Q[sin «+u cos a]- Q E^ (11.34) 
unde prin 9 s-a notat unghiul de frecare (tg 9 —g). Comparind formulele (11.33) si (11.34) se 
observă că în cazul unui plan aspru este necesară o forță activă P mai mare decit în cazul 
unui plan luciu (u=0). 

Din formula (11.33) rezultă că întotdeauna «cQ. Din formula (11.34) rezultă că, 
sin (4-9) 
cos 9 


pentru ca P<Q este necesar ca <1 sau sin (2-9) — sin (907 — 9), sau încă 


ac 907. (11.35) 
„În cazul cind condiţia (11.35) nu este îndeplinită, P>Q şi forța necesară pentru a 
ridica corpul pe planul inclinat este mai mare decit aceea necesară peutru a-l ridica pe 
verticală; planul înclinat îşi pierde avantajul. 
Cind pianul înclinat serveşte la coborirea greutăților, atunci scusul de alunecare este cel 
descendent, Formula (11,33) nu suferă nici o schimbare. Formula (11.34) devine 


P-Q siu (eg), 


Sas (11.36) 
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TT ariei XM js fag mărimea necesară a forţei P pentru a împiedica corpul de greu- 
Tu cazurile cînd a9 valoarea dată de (11.36) este negativă sau nulă, În aceste cazuri 
corpul de greutate Q se autofixează pe plan. Forţele de frecare sint suficiente pentru a asigura 


Fig. 1121 : Fig. 11.22 


aceasta. Cînd a=ọ, P=0. Rezultă că, la cel mai mic deranjament, corpul incepe să alunece, 
Cind a<ọ, P<0. Rezultă că, pentru a face corpul să alunece este necesar să se exercite 
o forță paralelă cu linia de cea mai mare pantă a planului, dirijată în sens descendent. 


În cazul cînd forța P nu este paralelă cu linia de cea mai mare pantă a planului, 
ci face un unghi B cu aceasta (fig. 11.22), ecuaţiile de echilibru se scriu 
P cos B—Q sin a—uN=0, N—Q cos a+ P sin B=0, 
sin x+y cos g sin (x4-9) 
= — Q= 11.37, 
osp tpemp lT eos 7 gan 
Formula (11.37) dă valoarea forței P necesară pentru a ridica corpul de greutate Q pe planul 
înclinat. În cazul cînd planul înclinat serveşte pentru coborirea greutăților Q, se obţine 


din care 


sin (a—9) 
p,-—— rs. 11.38) 
imos EFA) (rss 
Condiția de autofixare rámine, ca şi in cazul precedent 
uxo. (11.39) 


Forța P, dată de (11.38) este mai mică decit forța P dată de (11.37) deoarece diferenfa lor 


sin 29 cos (+8) 0 
cos (B — 9) cos (B +e) 


este o cantitate pozitivă, atit timp cit a-+B<90°, ceea ce are loc întotdeauna, deoarece 
pentru a menţine corpul în echilibru, forţa P trebuie să se găsească la dreapta verticalei OV. 

Adesea planul înclinat se combină cu un troliu, ca în fig. 11.23, Notăm cu p=tgọ 
coeficientul de frecare dintre corp si planul inclinat, cu p coeficientul de frecare la fusul 
troliului, eu y raza tamburului pe care se infágoar cablul, cu KR raza roții la extremitatea 
căreia acţionează forţa P şi cu a raza fusului, 

Se consideră că se taie cablul şi se scrie separat echilibrul corpului pe planul înclinat 
şi echilibrul troliului. 

Cind tendința mişcării corpului este în sensul urcării pe planul iucliuat 


P- P,= 


sin (90 pp. Trin N, 
Eun Q, PR= TrtuuNia, 


unde N, =Y PPF TF2 PI Sina, iar P are valoarea Paz: 


15 
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Cînd tendința mişcării este în sensul coboririi pe plan 


que 9o — pus Ty a Ny. 
osp 


În acest caz P are valoarea Pin: 
Principiul planului înclinat este folosit în practică sub forme variate: transportoare 
gravitaționale, toboganuri, elevatoare oblice, funiculare pe şine etc. 


Fig. 1123 Fig. 11.24 


$ 11. Pana (tig. 11.24). Este un organ de îmbinare demontabil avînd forma unei prisme 
triunghiulare care se introduce între două piese A şi B. Pana acţionează asupra pieselor A 
şi B prin presiunile și forțele de frecare pe care le exercită pe feţele ei laterale. Dacă se 
notează cu 24 unghiul la vîrf, cu P forţa de acţionare, cu N, si uN; respectiv reacţiunea 
normală şi cea de frecare într-un punct oarecare al suprafeţei laterale a penei, ecuaţia de 
proiecţie pe direcţia forţei P este 


P=25N, sin «--2XpN, cos «—2 (EN (sin atu cos a). 
Forţa cu care pana împinge lateral una dintre piesele A sau D este 
Q= XN, cos a— EuN; sin a= (EN (cos «—y sin a). 


Din expresiile găsite pentru P si Q se deduce prin împărţire: 


pg SI a + p cos a 


casa reina N= telte). (11.40) 


Din această formulă rezultă că, cu cit a şi ọ sint. mai mici 
presiune mai mare Q, cu o aceeaşi forţă P, 


În cazul cind se scoate pana dintre cele două piese l şi B, sensul forțelor de frecare 
se schimbă si forța P necesară este 


„cu atit se realizează o 


P=20 Ur(x—9). [ur 


Pentru ca pana să rămină autofixată după batere este necesar ca valoarea sarcinii P 
dată de (11,41) să fie nulă sau negativă, adică «x. 
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E. SURUDUL 


$ 12. Surubul (fig. 11.25). Este alcătuit dintr-un cilindru circular drept raf: 
lateralà a căruia este săpat un șanț, numit filet, în forma unei elice rf E rius 
consideră desfășurată suprafața laterală a cilindrului (fig. 12.13), sc poate verifica ușor că 
între panta tg «a elicei, raza ra cilindrului și pasul p al elicei există relaţia simplă 


tga= o (11.42) 


Surubul se înșurubează într-o piesă denumită piuliță, care are un gol cilindric pe 
suprafața căruia este săpat un filet de asemenea elicoidal, avind aceleaşi elemente geometrice 
ca şi filetul şurubului. 

` Mișcarea relativă a şurubului față de piuliță este o mişcare elicoidală particulară, 
numită mișcare de șurub, caracterizată prin aceea că viteza de înaintare este proporţională 
cu viteza unghiulară de rotaţie. 

Există cazuri cînd piulija este fixă, iar şurubul are o mişcare elicoidală (de exemplu 
presa cu șurub, șurubul de presiune), cazuri cînd şurubul este fix şi piulija are o mişcare 
elicoidalá (de exemplu şuruburile de asamblare), 
cazuri cînd piuliţa are mișcare de rotaţie, iar 
şurubul mişcare de translație (de exemplu şurubul 
binoclului) şi cazuri cînd şurubul are mişcare de 
rotaţie și piulija mișcare de translație (de exem- 
plu şurubul conducător de la strung). - 

în cel a ne piuli E 

n cele ce urmează se va presupune piulifa 
fixă gi şurubul mobil. Rezultatele care vor fi sta- 
bilite sint valabile și în toate celelalte cazuri. 

Asupra şurubului acționează: 

— la una dintre extremități un cuplu motor 
de moment M, al cărui vector este coliniar cu axa 
surubului (de exemplu in cazul cînd şurubul este 
zotit cu o cheie de braț Z la capătul căreia acţio- 
neazá o forță P, momentul /l= PI); 

— la cealaltă extremitate o forță rezistentă Q Fig. 1125 
avind direcţia axei şurubului şi sensul opus 
celui de înaintare al şurubului; " P 

— in lungul filetului sáu, în fiecare punct A; de contact cu filetul piulitei, o forță de 


are poate fi descompusă într-o componentă Ni, normală la 


presiune din partea acestuia, ca E Á 
filet şi o componentă pN; tangentialá la filet şi dirijată în sens invers sensului de deplasare 


al filetului şurubului faţă de acela al piulifei. 
Dacă se caută numai relația dintre momen 
suficient să se scrie ecuația de proiecţie pe axa ṣi 
cu această axă. 
Aceste ecuații sînt: 


— 
=n 


/ 


tul motor Ml şi forța rezistentă Q, este 
rubului şi ecuația de momente în raport 


Q — EN, cos a-t EN, sin ac- 0. 
II — Xr Na sin «— EruN cos a0. 


Ele se mai seriu, considerind p constant în lungul filetului 


Q (cos ap sin a) XN,, 


AM — r(sin api cos o) EN, 
de unde prin împărțire 


sin -+y cos œ 


euet 1143) 
M=9r sap sin a i 


=0r tglt). 
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Formula (11.43) arată legătura între momentul motor si forța rezistentă, atunci cînd are 
loc ,ingurubarea". La ,desurubare" sensul forțelor de frecare se schimbă și formula (11.43) 
devine 


Al=Qr tg (x—9). (11.44) 


Pentru ca şurubul să se autofixeze este necesar ca valoarea momentului, dată de (11.44), 
să fie negativă sau nulă, cu alte cuvinte pentru deşurubare, este necesar un moment de sens 
opus celui care a produs ingurubarea. Această condiție este realizată, indiferent de forţa de 
stringere Q, dacă ase. 

n exemplul arătat în fig. 11.25 s-a considerat că asupra şurubului acționează o forță P 
normală pe manivela AB. Dacă forța P face cu AB un unghi diferit de 90°, ea va produce 
presarea şurubului pe faţa laterală a piuliţei și va rezulta o frecare de care trebuie să se 
țină seama. Se evită aceasta acfionind asupra şurubului cu un cuplu al cărui plan este 
normal la axa şurubului, 
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XII. CINEMATICA PUNCTULUI 


A. GENERALITĂȚI, DEFINIȚII 


$ I. Generalităţi, Problema centrală a cinematicii 
este studiul mişcării mecanice a sistemelor de puncte, fără a se tine seama 
de masele acestor puncte și de forțele care acționează asupra lor. 

n cinematică se folosesc noțiunile fundamentale de spaţiu si de timp. 
n mecanica clasică se presupune că spaţiul este: absolut, euclidian şi tri- 
dimensional; iar timpul: absolut, avînd caracterul unui parametru con- 
tinuu unidimensional, independent de spațiu şi de orice altă mărime. 

Mişcarea unui sistem de puncte se raportează în general la un reper, 
care este presupus, în mod convențional, «fix». Orice reper, solidar cu repe- 
rul fix este considerat de asemenea fix. Orice alt reper care nu este soli- 
dar cu reperul fix este considerat «mobil». Mişcarea sistemului de puncte 
în raport cu un reper fix se numeşte mișcare absolută, iar mişcarea ace- 
Iuiasi sistem față de un reper mobil se numește mișcare relativă. 

n cele ce urmează se va studia în prealabil mișcarea în raport cu un 
reper fix si apoi mişcarea în raport cu un reper mobil. Se va analiza, de 
fiecare dată, mai întîi cazul unui singur punct și apoi cazul unui sistem 


de puncte. Dintre sisteme, se vor cerceta mai amănunțit sistemele rigide 
(corpurile rigide). 


(nivruz = mișcare) 


$ 2. Mişearea punctului. Mișcarea unui punct față de un reper fix 
este definită atunci cînd este posibil să se determine la orice moment / 
poziția punctului. În general vom presupune că se defineşte vectorul de 


poziție r al punctului față de originea O a reperului, ca funcție de timp 


7—r). (12.1) 


Functia vectorialá, definiti de (12.1) trebuie sá satisfacă, în inter- 
valul de timp în care este valabilă, anumite restricţii impuse de feno- 
menul fizic al mişcării punctului. Astfel, ea trebuie să fie continuă, uni- 
formă (deoarece punctul material nu poate ocupa simultan mai multe poziţii 
distincte în spațiu), finită în modul şi derivabilă (primele două derivate 
definesc două mărimi fizice, viteza si accelerația punctului la momen- 

1 : " A 
palo Cu toate aceste restricții, clasa funcţiilor (12.1) este foarte cuprinzătoare. 

Definirea vectorului de poziție 7 poate fi făcută in general cu ajutorul 
a trei funcții scalare. Astfel, dacă se folosesc coordonate carteziene, cunoas- 
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terea vectorului 7=7(7) echivalează cu cunoașterea abscisei, ordonatei și 
cotei punctului, ca funcții scalare de timp, adică 


x=x(), yemy(), za). (12.2) 


Dacá se folosesc coordonate cilindrice, cunoasterea vectorului r=rb 
echivalează cu cunoaşterea razei polare r, a unghiului polar 0 şi a cotei z, 
ca funcţii scalare de timp, adică 


sg), 0-00), z=z(). (12.3) 


Dacă se folosesc coordonate sferice, cunoașterea vectorului r=7(t) 
echivalează cu cunoaşterea razei vectoare r, a azimutului 0 și a longitudinii 
9 ca funcţii de timp, adică 


r=r(i), 0—0(), e=e(. (12.4) 
In general, dacă se folosesc coordonatele, g,, da $i qs, care determină 


biunivoc poziţia punctului, cunoașterea, vectorului r=r(t), echivalează cu 
cunoașterea funcțiilor scalare q,, ga, qg, adică 


qd). 4,4), Q3=9a(9). (12.5) 


În cele ce urmează, se va folosi forma (12.1) la studiul proprietăților 
generale ale mișcării. În aplicaţii vom folosi alături de forma (12.1), una 
dintre formele echivalente (12.2), (12.3), (12.4) sau (12.5). 


$3. Traiectorie. Locul geometric al pozifiilor succesive pe care le 
ocupă punctul în mişcare se numeşte traiectorie. 

Ecuafiile (12.2), (12.3), (12.4) sau (12.5) pot fi considerate ca fiind 
ecuațiile parametrice ale traiectoriei. 


În unele probleme de cinematică se cunoaște traiectoria. În acest 
caz, dacă traiectoria este o cu: 


s rbá continuă, rectificabilá si are în orice 
punct o tangentă unică, mișcarea punctului material poate fi definită, 
printr-o singură ecuaţie scalară, în felul următor: 

, Se alege pe curbă un punct arbitrar Ay. Un punct oarecare A poate fi 
definit prin valoarea s a arcului Apá. Pentru ca să existe o corespondență 
biunivocă între arcul s şi poziţia punctului A este necesar să se stabilească 
pe traiectorie un sens pozitiv de măsurare a arcelor. O dată această con- 
venie făcută, mișcarea mobilului este definiti dacă se cunoaşte legea de 


variaţie a arcului s în funcţie de timpul / 
s-s(I). (12.6) 
şte ecuația orară a mişcării. 


„$ 4. Invarianfii mișcării unui punet faţă de schimbarea reperului, Să 
considerăm un reper fix faţă de care, mișcarea unui punct material este 


definită prin legea 7=7(/), Schimbind reperul, vectorul de poziţie, care va 
defini mișcarea faţă de noul reper fix va fi 


n) rr). i (12.7) 


Ecuația (12.6) se nume 
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unde prin r,(?) s-a notat noul vector de poziţie, iar prin zy vectorul 0,0 
care unește originile celor două repere fixe. Vectorul 7, nu depinde, evident, 
de timpul £, deoarece O şi O, sînt două puncte fixe, Se pot obține invarianfi 
ai mişcării dacă se elimină vectorul 7, din (12.7). Această eliminare se 
poate realiza prin derivări succesive ale acestei relaţii, în raport cu timpul. 
Se obține 


pr, Par, P= ete. s. (12.9) 


Conchidem că toate derivatele veclorului de poziție in vapori cu timpul 
sint invariante faţă de schimbările de reper fix. 

Proprietăţile intrinseci ale mișcării unui punct material sînt deter- 
minate de invarianții (12.8). Primii doi invarianti b 


care se numesc respectiv viteza si acceleraţia mobilului la momentul 7, inter- 
vin în formularea principiilor dinamicii, 
$ 5. Viteza medie. Viteza la un moment dat. Să presupunem că la 
momentul /mobilulse găseşte în A, iar la momentul £4-A/in A, (fig. 12.1). 
Să notăm cu As lungimea arcului de curbă 44,. Se numește viteză 
medie în intervalul de timp (t, 7-- A!) raportul dintre lungimea arcului As 
şi durata At, adică 


Aa (12.11) 


Viteza medie depinde de perechea de puncte A, A, care se con- 
sideră pe traiectoria mobilului. Această mărime ne dă o idee destul de 
vagă despre mișcarea punctului. Pentru a obţine 
o precizie a acestei noțiuni considerăm punctul A 
fix şi facem ca Af si As să tindă către zero. În 
acest caz raportul- As/A/ tinde în general către 
o limită (presupunem funcția s=s() continuă si 
derivabilă), iar formula (12.11) devine 

ds 9.19 
ut. (12.12) 

Mărimea scalară definită de (12.12) caracte- 
rizeazá viteza mobilului în A. Această mărime 
scalară poate fi transformată într-o mărime vec- 
torială dacă convenim să se atribuie vitezei din A 
direcția tangentei din acest punet, iar ca sens 
acela considerat pozitiv pentru arcele s. În acest caz, viteza în 
definită prin vectorul 


A va fi 


=, (12.13) 
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în care s-a notat ct! = versorul tangentei în A la traiectorie. Sensul vecto- 


rului 7 coincide cu sensul pozitiv ales pentru arcul s. 

Se poate arăta că relaţia de definiţie a vitezei în A (12.13) coincide 
cu relația de definiţie a aceleiași mărimi (12.9), dată la paragraful prece- 
dent. 

Într-adevăr, să considerăm (fig. 12.1) vectorii 7 și r--Ar care carac- 
terizează poziţiile A și A, ale mobilului. Se poate scrie 


É uu fog Aro angdAr ico ds z 
dr. qi Alim AT stim LAZI tim = SR, (12.14) 
d amo At arol Ar| aro ÒS aso M dr 
deoarece: 
Ar i 1 : 3 
— vectorul [7] este un vector unitar care are direcția coardei AA. 
i 


j uy : " n : Au MS 
La limită coarda tinde către tangenta in A, deci vectorul i A tinde către 7; 
r 
Ar 1 ^ " 1 
— raportul Tun este raportul dintre lungimea coardei AA, şi aceea 


a arcului corespunzător. Acest raport, la limită, tinde către unitate, deoarece 
curba a fost presupusă rectificabilă; 

As ,. nen ds 

— raportul X tinde la limită către 7. 


Unităţi de măsură, Din definiție rezultă că ecuația dimensională a vitezei se va serie 
1 
[0]= gos. 


Unitatea de măsură pentru viteză va fi egală cu unitatea de măsură pentru lungime 
divizată prin unitatea de măsură pentru timp. 

În sistemul CGS viteza se măsoară în centimetri pe secundă, iar în sistemul SI, 
viteza se măsoară în metri pe secundă. 

$ 6. Aceeleraţia. Să considerăm din nou mobilul în cele două poziţii -1 
și A, si sb presupunem că vitezele corespunzătoare sînt v şi v-- Av. Mári- 


Av : " em E NE " : 
mea 37 caracterizează variația vectorului viteză in unitatea de timp. Această 


mărime depinde de perechea de puncte 4 si 4, aleasă şi ne dă o noțiune 
destul de vagă asupra variaţiei vectorului viteză. Pentru a o preciza vom 


presupune punctul A fix şi vom trece la limită făcînd A si Av să tiudă 
către zero. Dacă se admite că vectorul v este o funcţie continuă și deri- 
vabilă de timp, raportul = va tinde către o limită, care se numeşte acc 
lerajia mobilului în punctul A 

i qud. (12.15) 
di 

Unităţi de măsură. Din definiie rezultă că ecuaţia dimensională a accelerației va fi 


la] «gram. 
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Unitatea de măsură pentru accelerație va fi deci egală cu unitatea de măsură pentru 
lungime, divizată prin pătratul unităţii de măsură pentru timp. În sistemul CGS acceleraţia 
A ersari in centimetri pe secundă la pătrat, iar în sistemul SI în metri pe secundă 
a pătrat. 


$ 7. Modograful vitezei. Se consideră un punct arbitrar O în spațiu, 
în care se aplică un vector echipolent cu vectorul viteză. Cînd mobilul des- 
scrie traiectoria (T), vîrful vectoru- 
lui viteză, aplicat în O descrie o 
curbă (y). Această curbă poartă nu- 
mele de hodograful vitezei (fig. 12.2). 

Cu ajutorul hodografului se 
poate da o interpretare interesantă 
accelerației unui mobil într-un 
punct. Dacă se consideră două po- 
ziții apropiate A, si A, ale mobi- 
lului pe traiectoria (T), vitezele 
lor corespunzătoare v si. v--Av, 
punctele B, si B, corespunzátoare 
pe hodograful (y), atunci viteza ex- 
tremitáfii B a vectorului v pe hodo- 
graf va fi 


Ar 


Bi Ba lim (Aj) —v 


lim A 


Aro Ôt A0 Ar0 


adică accelerația mobilului pe traiectoria (U) este egală cu viteza extremității 
vectorului viteză pe hodograful (y). 


$ 8. Aproximarea mişcării unui punet in vecinătatea unei poziţii, 
Deviaţie. S-a presupus că funcția 7—7(/) care defineşte mișcarea unui punct, 
este continuă si derivabilă de două ori, derivatele ei fiind şi ele continue. 
Aceasta permite să se dezvolte în serie Taylor sub forma 


7 (L4- A0)—r (D d- AUF () 5 (M)? (NHE A. (12.16) 


Relaţia (12.16) ne permite să aproximăm mișcarea unui punct in veci- 
nătatea unei poziţii A. Pentru intervale de timp A foarte mici, mişcarea 
curbilinie poate fi înlocuită cu aceea a unui mobil fictiv care s-ar mișca 
după legea . 

AA'—Abr(l). (12.17) 


Deoarece 7(/) este un vector tangent la traiectorie, rezultă că mişcarea 
are loc pe tangenta la curbă. Consideriud /—const şi A/— variabil, rezultă 
că viteza mobilului fictiv este _ 

da 
as" 


deci constantă. O asemenea mișcare se numește mişcare rectilinie sé uniformă. 
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În concluzie, o mişcare curbilinie poale fi asimilată, în vecinătatea de 
ordinul întîi a punctului A, cu o mişcare rectilinie şi uniformă, pe tangenta 
în A la traiectorie, avînd viteza egală cu viteza din A a mobilului. 

În vecinătatea de ordinul al doilea [pentru valori A7 mai mari, dar 
totuși suficient de mici, ca e(/, A/) să fie neglijabil] este necesar să se 
introducă o corecție sub forma mişcării unui mobil 


A fictiv care se face după legea 

A Mores P 
TA" = (A)? r(t). (12.18) 
A" Traiectoria acestei mişcări este o dreaptă avînd 
af aceeași direcţie ca (f). Considerind si de data aceasta 
timpul constant şi intervalul de timp Aż variabil, 
Fig. 123 pentru viteza și accelerația mobilului fictiv obținem 

expresiile 
d4'A duram c 


"up Ar. aa. 


O asemenea mişcare, cu acceleraţie constantă, poartă numele de miş- 
care rectilinie uniform variată. 

În concluzie, o mişcare curbilinie poate fi asimilată în vecinătatea de 
ordinul al doilea a punctului A, cu două mișcări vectilinii: una, uniformă 
pe tangenta la traiectorie, cu viteza din A a mobilului şi a doua, uniform 
variată cu accelerația din A a mobilului. 


Vectorul A'A” poartă numele de deviație. 

În fig. 12.3 au fost desenate segmentele 4.1", A'A” si AA. Ulti- 
mul segment, A”A,=e(f, At), uneşte punctul 4" cu punctul d, de pe 
curbă, în care se găsește mobilul în momentul (+ A£. 


Jj. COMPONENTELE VITEZEI ŞI ACCELERATIEI ÎN DIFEHITE SISTEME 
DE COORDONATE 
$ 9. Sistemul de coordonate carteziene. Într-un sistem de coordonate 
carteziene (fig. 12.4) vectorul de poziţie este definit prin coordonatele x, Y 
şi z ale punctului. Cunoașterea mişcării punctului revine la cunoaşterea 
acestor coordonate ca funcții de timp 


xexx(t), y=y(t), zz). 

Aceste ecuații pot fi considerate că definese parametrie traiectoria (I). 
Dacă se elimină timpul, ecuaţiile traiectoriei mai pot fi serise si sub forma 
implicită 

Slx 20, fala, 0. 


Vectorul de poziţie r se va serie 


T Yah. 
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Viteza d se deduce prin derivarea vectorului de poziţie în raport cu timpul 
SEA. (12.19) 


v= 


Accelerația æ se deduce derivind de două ori vectorul de poziție in 
raport cu timpul 


(12.20) 


Mír, 0,2) 


Fig. 12.4 Fig. 125 


În aceste derivări s-a ținut seama că axele triedrului fiind fixe, ver- 


sorii lor 7, j si F sînt constanfi, deci i= 
Din relațiile (12.19) si (12.20) T proiecţiile pe axe ale vecto- 
rilor viteză şi acceleraţie 


12%, Vy-—y, vaz, 
(12.21) 


d4—X, ay=Y, az 
$ 10. Sistemul de coordonate cilindrice. În sistemul de coordonate 


cilindrice (fig. 12,5), vectorul de poziţie 7, este definit de coordonatele 0 
(unghiul polar), 7 (raza polară) şi z (cota). Cunoașterea mişcării punctului 
revine la cunoașterea funcţiilor 


`i r=r(i) 0—90() z=2(ł). 

Aceste ecuații pot fi considerate ca ecuaţii parametrice ale mişcării. 
Direcțiile pe care se proiectează sînt: a) direcția razei polare OM, carac- 
terizată prin versorul p, b) direcția normală la raza polară diit planul 10y, 
caracterizată prin versorul » si c) direcţia axei Oz caracterizată priu ver- 
sorul f. ! 

Se observă că versorul & este constant, deci + 0, iar ceilalți doi ver- 
sori, ? si n sint mobili, Se pot calcula derivatele lor, tu raportul cu timpul, 
calculînd proiecţiile lor pe axele fixe de versori / si j. 
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Obfinem 


p=cos Üi--sin 0j, n= 


—sin 0i-|-cos 0j, 
de unde, priu derivare, 
$— —sin 0:07--cos 0-0 7: Òn, 
P dbi RR (12.22) 
12: —cos 0-0 —sin 0-07— — 0 p. 
Vectorul de poziţie 7, se va serie 
ru—rpJ-zk. 


Viteza se obține prin derivarea vectorului de poziție r, în raport cu 
timpul 


V—r =r p Hrot rg 4-rÜn Zh. (12.23) 


Accelerafia se obține derivind de două ori vectorul de poziţie in 
raport cu timpul 


DT ptr esr Ont ndr Gui (Gr 
HO 27 0)n-EZ X. (12.24) 
Din (12.23) si (12.24) deducem componentele vitezei şi accelerației 
în coordonatele cilindrice 
v, vu=rd, Vy, 


T mh is (12.25) 
—10?, a,—r0--2r0, a,—2. 


Observaţie. În cazul unei mișcări a mobilului in planul coordonatelor r, 0 
[ 3 (coordonate polare) rezultà 


2=0, vz=0 şi a1—0, 
şi obţinem 


pa Meade (12.29) 


—r6:, a, 10 270 


Se poate defini o mărime care 
caracterizează creşterea arici secto- 
riale, cuprinsă între două raze vec- 
toare și arcul de traiectorie cînd 
mobilul descrie traiectoria. Ea se 
numeşte viteză arcolară Q. 

a aria sectorială A la momentul / si la 
AA, este reprezentată in fig. 12.6 priu 
aria triunghiului curbiliniu OMM,. S-a presupus că derivata v(i nu se 
anulează de o infinitate de ori în vecinătatea punctului M, astfel încît se 


Fig, 126 


Se consideră pentru acei 
momentul 44-A. Creșterea arie 


Scanned with CamScanner 


CINEMATICA PUNCTULUI 289 


poate alege un arc MM, pe care funcția r(t) să fie monotonă, de exemplu, 
în cazul fig. 12.6, monoton crescătoare. Se observă că 


rao (r4- 50140 
3 <A aa m 


Împărţiud cu timpul Af si trecînd la limită putem scrie 


„PAD ou. BA Aro 
tim S9 cr tin 04 tim (Ct nao. 
atao IAr arm AM Sare DÀ 


Cum 


„AO i 
lim 53r = lim 
Atso 245. Atao 


rezultă pentru viteza areolară expresia 
= (12.27) 


Observaţie. Se poate arăta că viteza areolară Q are ca valoare absolută jumă- 
tate din modulul produsului vectorial rx v. Într-adevăr 


Yx V—rpx (upp tuni) =runpX n- 


Rezultă 
[rx 9|-]i20]-210]. 
de unde 
ijas 
lol-zlxvl ^ 228) 


$ 11. Coordonate sferice. 
Vectorul de poziţie este definit 
in acestcaz prin raza vectoare 
7, azimutul 0 si longitudinea e 
(fig. 12.7). Mişcarea este defi- 
nit, cînd se cunosc funcțiile 


r=r(), 0000), e, 


care pot fi privite ca ecuaţii 
parametrice ale traiectoriei, 
Proiecfiile vitezei şi accelera- 
fiei se vor calcula pe: 
a) direcţia razei vectoare 
OM orientată de versorul p; 
b) direcţia tangentei la paralela care trece prin M, orientată de 


versorul 77; 
c) direcţia tangentei la meridianul care trece prin M, orientată 


de versorul p. 


19 — Mecanica teoretică 
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Se observă că toți acești versori sînt variabili. Pentru a calcula deri- 
ps lor in raport cu timpul, îi vom proiecta pe axele fixe Ox, Oy, si 
. Obfinem uU " _ 3 
p=sin 0 cos o /4-sin 0 sin gj--cos Ok, 
1— —sin oi-F-cos oj, 
dcos 0 cos oi--cos 0 sin gj —sin Ok. 
Prin derivare in raport cu timpul rezultá 
ș= d cos 0 cos gi 0 cos 0 sin g-b sin 0k— 
—g sin 0 sin site sin 0 cos gj— Üp--9 sin 0n, 


D 9 cos gi- $ sin gj- 9 sin 0 p- $ cos Op, (12.29) 
u=—6 sin 0 cos pi—6 sin 0 sin șj—0 cos 0k— 
—q cos 0 sin qi--g cos 0 cos și = —0p4-e cos On. 
În coordonate sferice, vectorul de poziţie poate fi scris sub forma 
r=re. 


Viteza se obține prin derivarea vectorului 7 în raport cu timpul 


—I-4- rp rg ritro sin 0n. (12.30) 


Acceleraţia se obţine derivind vectorul viteză (12.30), “Ținând seama de 
(12.29) obținem 


a=rp- p4 (rău ru [re sin0 ; ro sin 0+ 

+rdp cos 0ju+-rg sin 0n—75- (021-9 sin 05)4- 

(00er) rü(— de-o cos 07) -+ [79 sin 04-79 sin 04- 

4-rÓg cos 0yi—re sin 0[o sin 0p--9 cos J= [r—r0:— 

—rsin?0-92] D [279 sin 0--205r cos 0-Fr ? sin 0] n+ 
+ [2r--70— —r$? sin 0 cos O. 


Rezultă următoarele componente pentru viteză şi acceleraţie: 


(12.31) 


=f, vu—rÜ, vu=r sin 05, 
a, "TECUM sin? Q«9?, siliti sin 0 cos 


du=r sin 05 279 sin 0 | 20r cos 0= 


3 (2? sin? o 
TD ar (sint 0g). 


"um 
$ 12, Componentele vitezei yl aec eleratiet pe axele triedrului lui Frenet 
ă este cunoscută traiectoria prin ecuația 


r=r(s) (12.33) 
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unde s este arcul de curbă, măsurat de 1 " 
: NO a un anu i 
considerat ca origine a arcelor, În mit punct M,, al curbei, 


TOME uel : acest caz s-a arátat cá mi 
definită printr-o singură funcţie scalară i at că mișcarea este 


s=s(0. (12.34) 

Ecuația (12.34) este ecuația orară a mişcării. Se consideră un triedru 
mobil, eu originea în M, avînd ca axe tangenta la curbă, orientată de 
versorul 7, normala principală orien ' 
tată de versorul v si binormala orien- 
tată de versorul B (triedrul lui Frenet 
sau triedrul natural). 

Folosind ecuafia parametricá a 
traiectoriei (12.33) si ecuafia orará 
(12.34) se determină componentele 
vitezei şi accelerației pe axele trie- 
drului lui Frenet, ţinîndu-se seama de 
definițiile generale ale acestor vectori 


Fig. 12.8 
căci 
Dar _ 
= dvds s- 
Î age em 
ud 
cáci EE y [prima formulă a lui Frenet, v. cap.I. formula (1.56)]. 
z P E 
Rezultă . 
P ER ET m 
a-sc4- Ld v. (12.36) 


Din formulele (12.35) si (12.36) rezultă componentele vitezei și acce- 
leraţiei pe axele triedrului lui Frenet 


w-$-—9, 0, v0 
i d Soy (12.37) 
died <=", 090, 


Rezultă că viteza este tangentă la traicetorie in M, iar accelerația 
este conținută în planul osculator la traiectorie în punctul M, Componenta a; 
a accelerației se numeşte accelerație tangențială, iar a, accelerație normală. 
apii I^ Dacă intr-un anumit interval de timp ar=0, rezultă v=const 
şte uniformă, KH endo 
laşi semu, viteza crește iu valoare absolută şi you n 
semne contrarii mişcarea se numeşte întârziată (deceleratà). 


Observ 
şi mişcarea curbilinie se num 
2?. Dacă a. şi v uu 
numeşte accelerată. Dacă ar şi v au 
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egte uniform variată, ca putind fi uniform accele- 


m întîrziată dacă a. si v sînt de semne contrarii. 
general pozitiv, accelerația normală are 


3°, Dacă a, const. mişcarea se nunt 


rată dacă ar și v sînt de acelaşi semn și uniforn 
4^. Scalarul accelerației normale, ay fiind în 


sensul versorului v, adică este dirijată către centrul de curbură (este centripetă). 
5°. Accelerația normală poate fi nulă (exceptind cazul v—0), cind -=0, adică in punc- 


cînd traiectoria este o linie dreaptă. 


tele de inflexiuue ale traiectoriei, sau în cazul 
a rectilinie si uniformă, 


6°. Singura mişcare în care accelerația este nuld, este mișcare 
idt. a na | 
căci din a —0 rezultă ay—0 şi ac 0, adică ED şi v const. 


Acceleraţie de ordinul al doilea. Derivînd expresia accelerației se obține 
un vector denumit accelerație de ordinul al doilea. Deși această accelerație de 
ordin superior nu intervine direct în ecuaţiile fundamentale ale dinamicii, 
există motive să se presupună că anumite mărimi fizice care intervin în 
fenomene ce sé desfăşoară cu o variație foarte rapidă, în timp, a intensității 
forţei (ciocniri, smucituri, cutremure etc.) se pot exprima nemijlocit în 
funcție de accelerația de ordinul al doilea și în general în funcţie de acce- 
leraţiile de ordin superior. De aceea acceleraţia de ordinul al doilea si 
acceleraţiile de ordin superior au format obiectul a numeroase studii teo- 
retice 1. í 

Cu notațiile de mai înainte avem 


da d[|:-,w- 
gs e? 


le) 200  w.. 25 0? do.ds 2v w dp 
dilp e e P ? pi ds dt e £g ds" 


În baza formulelor lui Frenet 


Dar 


d: 1- , dv dne rdum 
25 54 astra, 


dg" 

unde p, este raza de torsiune, avem 
3 dr „ds v- d ds 
ds d p ds d? 


Rezultă atunci 


Grupínd termenii găsim 


da (^ w-, (30  w dol- a 
d [i EAE | [= = SE vb B. 
"E i e e e ds ere 
ccelerajía de ordinul al doile id 

cce m ea, are deci, în cazul general, c nte 
diferite de zero, pe toate axele triedrului lui Frenet r ci 


1A, A. Beleg, la j 
Mathématique e de "Pute p^ ge et sou rôle dans la dynamique (Bulletin de 
Nr. 1, 2, 3, 1936—1937, Anul VIT. appliquées. de lécole Polytehnique de Bucarest, 
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C. MIȘCĂRI PARTICULATE. ALE PUNCTULUI 


$ 13. Mişearea reetilinie uniformă. Se numeşte mişcare rectilinie uni- 
formă o mișcare a cărei traiectorie este o linie dreaptă și a cărei viteză 
este constantă. 


Pentru ușurința studiului se presupune că mișcarea are loc pe axa Ox 
a unui triedru cartezian. Datele problemei sînt 
Va=C,, y—0, z=0, 
Tinind seama cá v,—X rezultă X—C, si, prin integrare 
x=C,t+C;. 

Constanta C, reprezintă viteza v a mobilului la un moment dat. Con- 
stanta C, reprezintă abscisa punctului la momentul inițial (/—0). Conve- 
nim s-o numim spațiu inițial şi o notăm cu x,. Ecuația mişcării rectilinii 
uniforme devine 

xl xg. (12.38) 
Aceasta este forma cea mai generală a unei mişcări rectilinii uniforme pe 
axa Ox. Dacă se calculează accelerația, se găseşte x—0. 

Se poate arăta, reciproc, că singura mișcare pentru care a=0 este mis- 
carea rectilinie şi uniformă. Într-adevăr, proiectînd relaţia a—0 pe axele 
unui triedru cartezian se obține 


x—0, 9-0, 
din care se deduc prin integrare 


x—at4-xy, y-bt- py, , z—ct4-z,, 


unde a, b, c, Xo, yo, Zo sînt şase constante de integrare. Eliminind timpul 
între aceste ecuaţii parametrice se obține 


z=% Yo 
a 


adică ecuaţia unei drepte. Componentele 
vitezei vor fi 


Ug—4, Vy=b, vVj—t. . 
Rezultá 


v— vv; 4- 
(vezi si observaţia 6° de la $ 12). 
Diagrama mișcării, În fig. 12.9 s-a 
reprezentat grafie mișcarea rectilinie si Fig. 129 
uniformă pe axa Ox. În abseisă s-a înscris 
timpul / iar în ordonată spaţiul x. Diagrama este o linie dreaptă. Ordonata 
la origine reprezintă spaţiul inițial xy. Dacă timpul a fost reprezentat la 
scara l/m, iar spațiile x la scara l/n atunci scalarul vitezei v se poate 
obţine cu formula 


n 
jes tg 0. 
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$ 14. Migearen reetilinie uniform variată, Se, numește mişcare rec- 
tilinie uniform variată o mişcare a cărei traiectorie este o linie dreaptă 
şi a cărei accelerație este constantă, Vom considera că mişcarea are loc 
pe axa Ox a unui triedru cartezian. Din definiţia mișcării rezultă 


45—8,  y-—0, z=0. 


Cum a,—X rezultă =a si, integrînd succesiv 


Gal Cu Cs. 


=at+Cu, 


R 


Semnificația fizică a constantelor de integrare C, si C, se obține dacă 
se înlocuiește in expresiile vitezei x şi spațiului x, valoarea timpului £, 
cu 0. Obfinem +(0)=C, si x(0)=C,. Deci constantele C, şi C, reprezintă 
respectiv viteza și abscisa mobilului în momentul inițial. Se vor nota C= 


şi C,—x,. Atunci legea spațiilor si a vitezelor în mişcarea uniform variată 
vor căpăta formele 


aU ptu to, vy—at--v,. (12.39) 
În aplicaţii este uneori util să se exprime viteza v a mobilului in funcție 
de abscisa x. Eliminind timpul / între relațiile (11.39), se obține 


; 4 ("7—]? 1—v9 
apoi x a z Jan 23 xo 


j=!" 


şi efectuînd toate calculele, 
v=V rit 2a(x— x,). (12.40) 
Această formulă este cunoscută sub numele de formula Iui Torricelli. Cind 
mobilul pleacă din origine fără viteză inițială (x9—0, vo=0) 
v=V2 
Tii cazül particular al unui punct material greu, lăsat liber să cadă 


în vid pe verticală, de la înălțimea A, viteza cu care atinge pămîntul 
este dată de expresia 


v— V 2gh, 
unde prin g s-a notat acceleraţia gravitaţiei (la Bucureşti 7—9,8053 m/s?a 
259,81 m[s?), jm 
Se deosebesc d 
lerate şi întîrziate, 


O miscare uniform variată este accelerată, într-un interval de timp, 


dacă, în acel interval viteza si accelerația au acelaşi sens si este inlirziatd, 
dacă viteza şi accelerația au sensuri opuse i i 

Este posibil ca o mişcare uniform v riată să aibă ambele faze, acce- 
leratá şi întîrziată, sau numai una dintre ele, De e amplu un punct material 
greu, lăsat liber să cadă pe verticală sau aruncat cu o viteză inițială des- 
cendentă, are o mișcare uniform accele à, deoarece în tot timpul mişcării 
viteza şi accelerația au același sens (descendent), i 


ouă feluri de mişcări rectilinii uniform variate: acce- 
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În cazul unui mobil, care frînează, mișcarea este definită din momen- 
tul /—0 pînă în momentul cînd se opreşte. În tot timpul mișcării, accele- 
rația (presupusă constantă). este dirijată în sens invers vitezei, deci miş- 
carea este întîrziată. 


În sfîrşit, în cazul unui punct material greu aruncat pe verticală în 
‘sus, mişcarea este întîrziată pînă în momentul cînd este atinsă înălțimea 
maximă, iar după aceea este accelerată. 

Diagrama mişcării. În fig. 12.10 
s-a reprezentat diagrama unei mişcări 
uniform variate. Diagrama este o pa- 
rabolă. Ordonata la origine este spaţiul 
inițial. Dacă 1/m este scara timpuri- 
lor si 1/n este scara spaţiilor x, iar 0, 
este unghiul dintre tangenta la para- 
bolă în Ao si axa Of, avem 


n 
v=z t8 bo 


d pt 
e Mișcare form accelerată 
uniform 


întîrziată 


` Miscare 
Iar într-un punct oarecare A, viteza 
.., este dată de” x 

v—2 tg 0, Fig. 12.10 


unde 0 este unghiul dintre tangenta la diagramă în A şi axa Ot. Se observă 
că unghiul 0 descrește din A în A, apoi devine obtuz. Rezultă că viteza 
descrește din A4, în A, apoi își schimbă sensul si creşte în valoare absolută. 


$ 15. Mişcarea eireulará. a) Mișcare circulară uniformă. Se numeşte 
mișcare circulară uniformă mișcarea a cărei traiectorie este un cerc si în 
care modulul vitezei este constant. 

Să presupunem că mobilul se găsea în momentul iniţial in 4 si la un 
moment dat se află în M (fig. 12.11, a). Mișcarea fiind uniformă, arcul AM 


2) 


Vig. 12.11 


şi unghiul 0 deseris de raza OM cresce proporțional cu timpul £. Se nu- 
meste vileză unghiulară o unghiul deseris de raza vectoare in unitatea de 
timp. Rezultá 


=o. (12.41) 
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Aplicaţii, 19, Miscarea pe cicloidă. SA i 
f „SA se studieze mişcarea unui punct de pe 
periferia unei pis “de rază R (situată într-un plan vertical), di se ratono eite fără P 
alunece pe wn plan orizontal, știind că centrul roții se deplasează uniform cu viteza v, 
(fig. 12.19). , 
Rezolvare, Condiţia de rostogolire fără alunecare conduce la egalitatea 
-— ~ y | 
OA =are AM, 


Dar ÖA = vot iar 


~ 
are AM = RO. 
Rezultă 


-RÜ 


de unde 


v 
üt. Fig. 12.12 


Coordonatele punctului M, în funcţie de unghiul 0, vor fi 
s=RO—R sin 0, y-R—R cos 0. 


Din geometria analitică se stie că aceste ecuații definesc parametric o cicloidă. 
înlocuind 0—«/, se obţine 


s=R(ot-sin ob),  y=R (1—cosot). 


Componentele vitezei si accelerației sint 


Ro(l—cos ot), Vy Ro sin ot, 


v= 
ag—X— Ro? sin olt, ay=y= Ro? cos ot. 


Se pot arăta unele proprietăţi interesante ale vectorilor v și a. Astfel vectorul T este 
normal pe vectorul AM şi egal in modul cu AMo, iar vectorul accelerație are direcția razei 
MC şi este egal în modul cu MCo*. 

Într-adevăr AM — —R sin ofi+R(1—cos wt)j şi v— Ro(1—cos ofi + Ro sin atj. Consi- 
derám produsul scalar 


AM — Rio sin ot(1—cos ol) + Rto(1— cosol) sinofzz0, deci AM şi e sint ortogo- 


nali. Apoi 


n——Hi — 
Eoi oso T Rho? sint af — e V(T— cos 0) sintot, 


[EZ] 
14M | Y Rf sintot EE cos of). RV Sint eat T (1 cos o, 
Rezultă : i 
oL c 4M [es 


Vectgtul se serle T= Ro? sin wti | o? cosolfj. Vectorul AIC se serie MU= R sin oti - 
+R cos off, Rezultă că prolectiile celor dol vectori sînt proporționale, deci vectorii a şi MC 
sint coliniari, Factorul de propor(lonalitate fiind'w? rezultă |a |=] MC [o?. 


Aceste proprietăți arată că, în ecea ce priveşte vitezele, un punct de pe periferia unei 
roți se comportă ca și cind s-ar roti uniform cu viteza unghiulară œ in jurul punctului <t, 
iar in ceea ce priveşte uccelerațiile, ea și cînd s-ar roti în jurul punctului C. 
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7 ij it i deplaseazá uniform 
20. Mișcarea uniformă pe elice. Se consideră un mobil care se n pe 
o elice de pa p, situată pe un cilindru de rază R (fig. 12.13). Destăşurind cilindrul, se 
ohservă că dacă mișcarea este uniformă, deci atcul de elice Ag4 cteste proporțional cu timpul, 
~ 


= i i 1. Dacă 
tunei şi arcul de cere Agd; şi unghiul 0— 4,04, crese proporţional eu timpu "T 
notează mbh atunci x died, yz Rsin of, Cota 24,4 se determină din asemănarea a 


Rot w 
două triunghiuri 7 = ER * Rezultă ifm t. 


p 
A Up 
Pot 
2NR 
Fig. 12.13 
Proiecţiile vitezei sint 
7,—4— — Ro sinot, vy-y- o cos ot, e 


Modulul vitezei este 
4 E Uam. "m 
fled eo | 24 Pa 

m 
Proiecţiile accelerației sint : 


a5 4 — Ro? cos of, ay-y——Ro*snot, az 
Modulul accelerației este 


[a = Vag Fag Fa — Rot. 
i Observație, Pe baza acestor rezultate se poate calcula raza de curbură a elicei. 
ntr-adevăr, deoarece mişcarea pe elice este uniformă, rezultă că accelerația se reduce la 


„vă 
componenta normală a=ay= m Tinind seama de expresiile găsite pentru v si a rezultă 


B pe 
Ro, de unde p= R4 Trik” 
c) Determinarea razei de curbură a traiectoriei în cazul general. Să con- 


siderám mişcarea definită prin vectorul 7 -r (0). 


Rezultă vor, ar. Dar 
7—Ur ŞI a— d, Tayy. Atunci oxa. vai X Vv ^ b. 
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s | lv xaj] 
Folosind coordonatele carteziene, obţinem 


- - s 
Rezultă [vxaj- 7, de unde p= =>. 


Qa te imus 
(92:3) V6) 330^ 
Se regăseşte astfel cunoscuta formulă din geometria diferențială. 


XIII. CINEMATICA SOLIDULUI RIGID 
A. GENERALITĂȚI 


$ 1. Generalităţi. A cunoaşte mișcarea unui solid rigid echivalează 
cu a găsi expresiile generale pentru vectorul de poziție, viteza $i accele- 
rafia unui punct oarecare al rigidului față de un reper care se consideră, 
în mod convențional, fix. N 

Fie T,(01%19121) un triedru cartezian fix si T(Oxyz) un triedru solidar 
cu rigidul, deci în mişcare față de triedrul fix (fig. 13.1). 

Poziția unui punct oarecare A al rigidului se defineşte in raport cu 
triedrul mobil prin vectorul de poziție 7, respectiv prin coordonatele x, y, z 
ale punctului în raport cu T. Aceste coordonate rămîn evident constante in 
timpul mișcării. 

Poziţia triedrului mobil T faţă de triedrul fix T, se caracterizează 
prin vectorul de poziţie 7,—7,(/) al originii triedrului mobil şi prin versorii 
i-i), Î=10 si k—h(t) ai axelor Ox, Oy si Oz. (Cunoaşterea acestor patru 
funcții vectoriale echivalează cu cunoa- 
şterea coordonatelor punctului O si a 
cosinusurilor directoare ale axelor mo- 
bile faţă de axele triedrului fix, ca 
funcţii scalare de timp). < 

Poziția punctului 4 față de triedrul 
fix se defineşte prin vectorul de poziție 
rrt). m 

Între vectorii 7,, 7 si x, există re- 
laţia: 


ner (13.1) 
sau, punînd în evidenţă coordonatele x, 
y, z ale punctului A faţă de triedrul Vig, 13.1 
mobil ! _ 
ri=rozityj isk. (13.2) 


Relativ la funcţiile vectoriale 7, i, J şi R, se observă că în timp ce ro 
este supusă la puţine restricții (continuitate, uniformitate, derivabilitate 
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de două ori), funcţiile 7, j şi Å, reprezentînd versorii axelor unui triedru 
ortogonal trebuie să aibă modulul egal cu unitatea și să fie ortogonale, 
două cîte două. 

Aceste condiții se exprimă prin relaţiile 


i=l, fjj-d|b Be, 
1.j—0, j-k=0, k:i-0. (13.3) 
Relaţiile (13.3) permit să fie redus numărul parametrilor cinematici 
care caracterizează mișcarea unui rigid. 


$ 2. Distribuţia vitezelor într-un rigid. Viteza punctului A al rigi- 
dului în raport cu triedrul fix 7, se obține prin derivarea relației (13.2) 
în raport cu timpul 


IT TF S yj4zk. (13.4) 
În această derivare s-au considerat constante coordonatele X, y, z, deoarece 
triedrul mobil este solidar cu rigidul si deci poziţia punctului A nu se 


schimbă față de Oxyz. Derivata 7, reprezintă viteza originii O, a triedrului 
mobil. Pentru a găsi o semnificaţie a celorlalți termeni din (13.4), se deri- 
vează relațiile (13.3) în raport cu timpul. Se obține 


2H—0, 9jj—0, 2Xk—0 


ijpH-0, ajo, kipki=o. (13.5) 


Sá notám 


ji-—ji-a, ki2oki-a, j=j, (13.6) 


Tinind seama că proiecția unui vector pe o axă este egală cu produsul 
scalar dintre vector și versorul axei, se găsesc pentru proiecţiile vectorilor 


bj şi k pe axele Ox, Oy şi Oz valorile din tabela 8 de mai jos. La fel, 
finind seama de (13.5) şi de (13.6) rezultă pentru aceste proiecţii valorile 
din tabela 9. 


Tabela & Tabela 9 
FO | 
Ox Qv | O: 
z i (jaaa 
q 0 | az | oy 
j “z 0 [T 
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Atunci 


(o:j— yk) J- vY(— oi ork) 4- (oi: 


Qy2— € y) --J( c; — or) k (wry — oy). 


-orj)= 


Sub această formă se recunoaşte că expresia derivatei vectorului de 
poziție este un produs vectorial dintre un vector o, ale cărui proiecții ar 
fior, cy si wz şi vectorul de poziţie, ale cărui proiecții sînt x, y si z. 

În definitiv se poate serie 


r=0x7. (13.7) 


Inlocuind acest rezultat in (124), pentru viteza unui punct oarecare 
al rigidului se obține următoarea expresie 


(13.8) 


Se observă că distribuţia vitezelor într-un rigid este definită de două 
funcţii vectoriale: v, —v,(/), care reprezintă viteza originii triedrului mobil 
şio= (1), un vector a cărui semnificație se va vedea mai tîrziu şi ale cărui 
componente oz, Oy, o; pe axele triedrului mobil sînt date de relaţiile (13.6). 

Proiecţiile pe axe ale vitezei v sint 

Vr=Vor + Gyz— (y 
Vy—Vgy--(;X—0,z (13.9) 
US—Uo;d er y—oyx. . 


Observaţie. Uneori componentele vectorului c se notează 


Oy—d, os>r. 


$ 3; Distribuţia accelerafiilor într-un rigid. Derivind relaţia (13.8) în 
raport cu timpul, se obține 


Tinînd seama că v—a, vy—a,, iar r=0x7(13.7), rezultă următoarea 
lege de distribuţie a accelerafiilor într-un rigid 


ü—a,4 axrtax(ax7). (13.10) 

Proiecţiile accelerației a pe axe sint 
dz=dpr— (05 1 02) X 1 (00y ANA (ONE DER 
ay ay (9 93) Y (69; — 0a) (oyot aa, (13.11) 


4,49; — (0 F9) Horo = oy) x (,9,-E6;)v. 
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I, MIȘCĂRI PARTICULARE ALE RIGIDULUI 


4. Mi 1 re de 1 
dacá ' dreaptă oarecare a rigidului rămîne, în tot timpul mișcării paralelă 
cu ea însăși. xa mE 

Ca exemplu de mișcări de translație citám: E M T 

a) Translafii rectilinii: mişcarea sertarului mesei, mişcarea caroseriei 
unui vehicul care parcurge un drum rectiliniu, mişcarea unui ascensor, 
mișcarea unui piston în interiorul unui cilindru etc. d : 

b) Translatii circulare: mişcarea bielei de cuplare a două roţi ale 
căror axe sînt fixe, mișcarea unui scrinciob etc. . . 

c) Alte translații: biela de cuplare a roților unei locomotive (un punct 
al bielei descrie o cicloidă scurtată) etc. 

ntr-o mişcare de translație, traiectoriile diferitelor puncte ale rigi- 
dului sîut identice, ele putînd fi suprapuse printr-o translație geometrică. 
Această proprietate rezultă din relația 


aria 
dintre vectorii de poziţie 7, si 7, ai punctelor A şi O (fig. 13.1). Se observă 
că, în cazul translafiei, vectorul este constant şi deci traiectoria punctului O 
poate fi făcută să coincidă cu traiectoria punctului A printr-o translație 
geometrică de vector 7. J 
Pentru ca orice dreaptă a rigidului să rămînă paralelă cu ea însăşi 


in timpul mişcării este suficient ca această condiție să fie îndeplinită de 
axele Ox, Oy, Oz ale triedrului mobil. 


Rezultă că versorii 7, j şi k ai acestor 


. dtá Verso J şi | axe trebuie să fie constanti, 
atit ca mărime cît si ca direcție. Deci, 


i=0, j-0, k—0. 


Folosind formulele (13.6), deducem 0z=0, 0y=0, 0z=0, deci o=0. 
Legea de distribuţie a vitezelor (13.8) se reduce la A 


T=, (13.12) 

iar legea de distribuție a accelerațiilor (13.10) -se reduce la 
a=ag. (13.13) 
„Relaţiile (13.12) si (13.13) arată că, la 
unui rigid, aflat în mişcare de translație, 
Vectorii „viteză de translație” şi 
vectori libăi, ei putînd fi aplicaţi în 


un moment dat, toate punctele 

au aceeași viteză şi acceaşi accelerație, 

„accelerație de translație” sint deci 

orice punct al rigidului. 

a de rotaţie. Un soli 
ii două puncte, 


d rigid are o mişcare de rotaţie, dacă 
c A 1 aparfinind rigidului, rămîn fixe în 
spaţiu. Consideraţii geometrice elementare arată că toate punctele care 
aparţin dreptei ce unește cele două puncte fixe rămîn de asemenea fixe. 
Această dreaptă se numeşte ai de rotafte. 


carea de translație, Un solid rigid are o mișcare de translație- 
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Ca exemple de mişcări 
" 5 Scári de rotație cităm: mi Yon "T" 
axă este fixată de batiul (elementu tu) cităm: mişcarea unei roţi a cărei 
ceasornic în raport cu cadranul „Miel maşini, mişcarea acelor unui 
Farul ases boli i , & unui pendul, mișcarea Pământului în 
jurul axei polilor, abstracție făcînd de mi Per uA 1 

sg ^ zer, acid de mişcarea lui in jurul Soarelui etc. . 

Pentru studiul miscárii i : * 
ap siu a diei ext D vom considera un triedru mobil Oxyz, solidar 

DAP. n xe carul, axă Oz coincide cu axa de rotaţie si un triedru fix 
01:155 A cărui origine O, coincide cu 0 
şi a cărui axá Oz, coincide ca suport si "y 
sens cu Oz (fig. 13.2). Dacă se notează 
cu 0 unghiul axelor (Oix, Ox), mişcarea 
rigidului este definită, dacă se cunoaşte 
funcția scalară; 

; 0— 0(/). 

Un rigid cu o axă fixă are deci un singur 
grad de libertate. : 

Consideraţii geometrice elementare 
arată că traiectoriile diferitelor puncte 
ale rigidului sînt cercuri, situate în 
plane normale pe axa de rotație şi avînd 
centrul pe această axă. Punctele rigi- Fig. 132 
dului au deci . mișcări . circulare. Din 
cauza rigidității, aceste mişcări circulare nu sînt independente. Legătura 
dintre aceste mișcări va rezulta din studiul distribuţiei vitezelor și accele- 
raţiilor. În acest scop, în formulele (13.8) si (13.10) este necesar să se 
determine parametrii cinematici v,, do, e şi o. Din cauză că O este fix, 
rezultă v,—0 şi do=0. 

Pentru determinarea vectorului o se folosesc relaţiile (13.6). În cazul 
de față, proiectind vectorii ïi, j ṣi k pe axele fixe, de versori i, Jı 5i ky 
se obține 


cos 97,--sin oj J— —sin 0/,--cos Oj, A 
Derivînd aceste relații 


1 


— Ô sin 0+ 0 cos 07, 507, j- — cos di, — Üsin Qj,  —U5, k=0, 
rezultá ` 


SokKES, siji — (13.1) 


fh-0; ey 


ou 
Veclorul à este deci dirijat in. sensul axei Oz și are ca mărime viteza 
unghiulară 6. În cele ce urme i a se va numi vectorul viteză unghiulară 


al mişcării de rotaţie. ză 
Pentru determinareu vectorului w se derivează componentele: veeto- 


rului o. Rezultă (19.19) 


0,—0, y=), = 
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i T le vectorului w 
Observaţie. Valorile găsite pentru componentele oz, Oy, Oz a alui o 
rămîn valabile și în ia mai general al mişcării unui rigid in care planul mobil +0y rámine 
paralel cu un plan fix din spațiu (respectiv axa Oz a triedrului mobil are o direcţie fixă). 

In cele ce urmează, o se va numi vectorul accelerație unghiulară al 


mișcării (notat uneori cu e). "Pr g i 
Rezumind, parametrii cinematici ai mişcării de rotație analizate 


prezintă următoarele particularități: 


0, 14-0, b= 0k, o =Ü, 


adică originea are viteza si accelerația zero, iar vectorii o si o au o 
direcție fixă. $ kb : . . 

Distribuţia vitezelor: inicazul mişcării de rotație, din formula (13.8) 
rezultá 


v=a0x7 ÒR x (ai yj 2k) Óyi4 6a j: 


Componentele vectorului v pe axele triedrului mobil sînt 


v——Üy-—uwey, vy-Üx-oex, v,—0. (13.16) 


Din expresiile componentelor vitezei v pe axe, rezultă următoarele 
proprietăţi ale cîmpului de viteze într-o mișcare de rotaţie: 

a) Singurele puncte de viteză nulă sînt cele pentru care x—0 şi v=0, 
adică punctele de pe axa de rotaţie Oz. 


b) 


Fig, 133 


b) Pe o dreaptă Ap (fig. 13 
sînt aceleași, deoarece expresiile con 

c) Vitezele sint conţinute 
deoarece v;—0. 


3, a) paralelă cu axa de rotaţie, vitezele, 
omponentelor ve, v, si v, nu conţin cota z- 
în plane normale pe axa de rotație Oz, 
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d) Pe o dreaptă OA ce int? 
intilne. 
vitezele sînt normale la ea si bn ds TR oi e yin 


Se recunoaşte aci formula v=R, P d atunci y5—0, v,=c0x, y 0 

E ; —Ro(R— 4) stabilită în iscá UPS oi 
á lere a mi t 1 cazul miscár: 

Rezultá deci că mişcările circulare ale diferitelor puncte ale igidi dui par 

cu aceeași viteză unghiulară. Tigidului se faz 


Distribuţia accelerafiilor: 


(13.10) rezultă în cazul mişcării de rotație, 


din formula 
a-oxr--ox(ox7)—Üx (i+ yj-4-z) 
=(—yü— 025)i-- (x 


pona următoarele componente 
mobil: 


TR X (— 6yiz-64jj— 
—9 03 = — (oyot) 4- (ox — oy). 
ale vectorului à pe axele triedrului 


45 —Qy— 02%, ay- Ox— oy, a5—0. (13.17) 


Din expresiile componentelor accelerației a pe axe, rezultă urmă- 
toarele proprietăți ale cîmpului accelerafiilor într-o mișcare de rotaţie: 

a) Punctele de acceleraţie nulă sînt cele pentru care 

—024—0y=0, ox—o?y=0. 

Sistemul fiind omogen, iar determinantul otto *5:0, rezultă singurele 
valori posibile x—0 si y=0, deci singurele puncte de acceleraţie nulă sint 
cele de pe axa de rotație. 

b) Pe o dreaptă AB, paralelă cu axa de rotaţie (fig. 13.3, b), acce- 
lerafiile sînt aceleași, deoarece componentele az, ay Şi a nu depind de cota z. 

c) Accelerafiile sînt conţinute în plane normale pe axa de rotație Oz, 
deoarece a;—0. " i 

d) Pe o dreaptă ce intilueste axa de rotație sub un unghi drept, acce- 
lerațiile variază liniar (fig. 13.3, b), fiind proporționale cu QA si fac un 
unghi constant ọ cu raza OA. Dacă se consideră ca dreaptă 0A, axa Ox, 
ceea ce, evident, nu particularizează poziţia ei, atunci din (13.17) rezultă 


d, —02%, ay-ox, a,—0, apoi a—xV tF o? 
: ici i is irculará [formu- 
Se recunosc aici rezultatele obținute la mişcarea circu 1 

lele (12.48) si (12.49) în care R—2]. Rezultă că mișcările circulare ale dife- 

ritelor puncte ale vigidului se fac cu aceeaşi viteză unghiulară w şi cu aceeași 


acceleraţie unghiulară o. 


i tg o= 2 const. 


Observaţii. I? În cazul cind vectorul acceleraţie unghiulară c este nul într-un 
anumit interval de timp, mişcarea de rotaţie este uniformă. nui 
2 Dacă sedii o şi © au același sens, viteza unghiulară creşte în valoare absolu 
şi mişcarea este accelerată. m A n 
3? Dacă vectorii o şi © au sensuri opuse, viteza unghiulară descregte in valoare abso 
lută si mişcarea este fniírziatd. i S a : m 
: 4 rA zul o =const mişcarea de rotaţie este uniform variată, şi anume uniform ac 
n ca: = al 


: 7 Fm 22 9 uri opuse. 
lrată, dacă œ gi c au acelaşi sens, sau uniform întirziată dacă c şi à au sens P 
erată, dacă o gi w T j 
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$ 6. Mişenrea elicoidulă. Un solid rigid are o mişcare elicoidală dacă 
două puncte aparținind rigidului rămîn, tot timpul mișcării, pe o dreaptă 
fixă din spațiu. Această dreaptă se numeşte axa mișcării elicoidale. — 

Ca exemple de mișcări elicoidale cităm: mișcarea unui şurub, mişcarea 
unui corp care ar cădea pe verticală rotindu-se în acelaşi timp în jurul 
unei axe verticale, mișcarea unui glonte în interiorul țevii armei sau pe o 
porțiune de traiectorie care ar putea fi asimilată cu o linie dreaptă etc. 

Pentru studiul mișcării se va con- 
sidera un triedru fix O,x,y,z, astfel încît 
axa Oz, să coincidá cu axa mișcării eli- 
coidale și un triedru mobil Oxyz a cărui 
axă Oz coincide cu Oz, (fig. 13.4). Spre 
deosebire de mișcarea de rotaţie, punc- 
tul O se poate mişca pe 0,2. 

Mişcarea elicoidală este cunoscută 
cind se definesc funcţiile scalare 


z=z(i) şi 0=0(0), 


LN 


~ 
unde s-a notat 0,0=z, si (0,x,, 0;) —0. 
Rezultă cá rigidul are două grade de 
-libertate. 
Fig. 134 Traiectoriile pe care le descriu di- 
= feritele puncte ale rigidului depind de 
funcțiile z,(/ si 0(). În particular, dacă aceste funcții satisfac con- 
difia z,—k0 (k=const), caz frecvent întîlnit în practică, traiectoriile sînt 
elicoidale, Mişcarea elicoidală poartă în acest caz particular denumirea de 
mişcare de şurub. 


In cazul mişcării elicoidale vectorii oy, ay, o şi e au următoarele 
expresii: 


a) Deoarece originea O a triedrului mobil se deplasează în direcția 
comună a axelor Oz si Oz, rezultă 


Vy vy Şi ay — 2 e— auk. 

b) Deoarece planul xOy al triedrului mobil rămîne paralel cu planul 
fix 1,0,y,, vectorii o $i c vor avea aceleași expresii ca în cazul mişcării 
de rotație (vezi prima observaţie de la $ 5) 

0 Ükt— o si a—ÜE— ok. 
Distribuţia vitezelor: în cazul mişcării elicoidale din formula (13,5) rezultă 
Y=votoxr=v oh X (HE yf a) = ovih oxj-t vok, 
deci componentele vectorului o pe axele triedrului mobil siut 
V= =y, Vy—(QX, V aU. (13.18) 
Din aceste expresii rezultă următoarele 


intro nilseare ellealda proprietăţi ale distribuţiei vitezelor 
ntr- $care elicoid: 
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a) Nu există în general nici un punct al rigidului în care viteza să 
fie nulă, Axa mişcării elicoidale se bucură de proprietatea că viteza în 
punctele ei are valoarea minimă și egală cu 9. 

b) Pe o dreaptă AB (fig. 13.5) paralelă cu axa mișcării elicoidale 
vitezele punctelor sînt aceleaşi. 

c) Pe o dreaptă OA, perpendiculară pe axa mișcării elicoidale care 
poate fi aleasă ca axă Ox, proiecţiile vitezei sînt vz=0, vy—«X, Uz=Yo: 
Rezultă deci că proiecția vitezei pe axa mișcării elicoidale este constantă, 
iar proiecția pe planul normal la axa mișcării elicoidale variază propor- 
fional cu OA (la fel ca la mișcarea de rotație) iar unghiul « dintre viteză 
şi axa mişcării elicoidale este dat de tg &-—ox|v,. Distribuţia vitezelor 
într-o mişcare elicoidală se poate deci obține din compunerea unei dis- 
tribuţii de viteze de translație, în direcția axei mișcării elicoidale şi a 
unei distribuții de viteze de rotaţie în jurul aceleiași axe. 

Distribuţia accelerațiilor: în cazul particular al mișcării elicoidale, diu 
formula (13.10) rezultă 
a—à,s-- X 4-0 X (o x7)=aoh+ 01X (i-- yj -zk) 5x [pk x (xi+ yj +zk)] = 

i (—ày—«*x)i4- (ox—o*y)j4-ack. 

Componentele accelerației d pe axele triedrului mobil au următoa- 

rele expresii: 


a,——Gy—o*x, ay-ox—o*y, d 240: (13.19) 
Din aceste expresii rezultă unele proprietăţi ale distribuţiei accele- 
raţiilor într-o mişcare elicoidală: 


z 


Vig, 13.5 Fig. 13.6 


a) Nu există, in general, niei un puuet al rigidului iu care accelerația 
să fie nulă, Axa mişcării se bucură de proprietatea cà iu punctele ei acce- 
lerafía are valoarea minimă şi egală eu dq. 

b) Pe o dreaptă AB (fig, 13.6) paralelă cu axa mişcării elicoidale 
acceleraţiile sînt constante, 


20 
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